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要旨：モール・クーロンの破壊基準に応力状態を表現する弾性厳密解を導入することにより，コア採取等に

より形成される穿孔部周辺の塑性領域を指定可能な方程式を定式化し，その解を解析的に導出した。また，

引張応力により破壊が想定される場合では最大主応力説に立脚して塑性領域を指定する解析解を示した。こ

れらの方程式は座標原点からの距離を関数として粘着力，内部摩擦角，外圧などをパラメータとした 4 次ま

たは 2 次の多項式として表現される。解析例として内部摩擦角や外圧が穿孔部周辺に発生する塑性領域に与

える影響を示すとともに塑性領域の発生条件を検討した。 
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1. はじめに 
国内における多くのコンクリート構造物が老朽化し

つつあるなか，それらの健全性や耐久性評価の需要が高

まってきている。供用中の構造物に対する耐久性評価の

取り組みとしては非破壊検査技術を利用することが望ま

しいが，穿孔してコアを採取する取り組みが行われるほ

か，補修や補強が施される場合にもアンカーの設置や反

力確保の要請から躯体に多数の穿孔を施す場合がある。 

このような穿孔による躯体に対する幾何学的な形状

の変化は応力集中の発生要因となり，穿孔部周辺には塑

性することにより脆弱な領域が形成される可能性がある。

穿孔によって構造物全体の機能が喪失するようなことは

一般的にはないものの，健全性評価や補修を目的とした

取り組みが躯体に損傷を与えることは望ましくなく，穿

孔にともなう応力集中が躯体に及ぼす影響を把握してお

くことは重要であろう。 

そこで本研究では，穿孔部周辺の健全性に関する定

量的な評価システムの構築を目的として，主応力表現さ

れたモール・クーロンの破壊基準に応力状態を表現する

弾性厳密解を導入することにより，穿孔部周辺に生じる

塑性領域を指定可能な方程式を定式化しその解を解析的

に導出した。また，引張応力に起因した破壊が想定され

る場合では最大主応力説に立脚して塑性領域に関する解

析解を示した。 

解析モデルとしては無限領域に穿孔する状況を想定

し，外力としては全方向から均等な外圧が作用した場合

(静水圧的な応力状態)，ならびに，一軸と二軸圧縮応力

状態を設定した。 

解析例として内部摩擦角や外圧が塑性領域の発生に

与える影響を示し，塑性領域が発生する条件について検

討した。なお，本研究では全般にわたり圧縮応力を正と

して取り扱う。 

 

2. 解析モデルの設定 
解析モデルを図－1 ならびに図－2 に示す。図－1 は

無限遠方から静水圧のように全方向から均等な外圧𝜎𝜎ℎが
作用する場合を想定した解析モデルであり，本モデルを

対象とした弾性厳密解としては厚肉円筒を対象とした解

析解を拡張して利用する 1)。 

図－2 は直交 2 方向で異なる外圧𝜎𝜎ℎを想定した解析モ

デルであり，𝜆𝜆は水平方向より作用する外圧を定める係

数である (以後，𝜆𝜆は側圧係数と称す) 。𝜆𝜆 = 0とした場

合，鉛直方向に一軸圧縮応力が作用する場合に相当し，

𝜆𝜆 = 1.0と設定した場合，穿孔部周辺の応力状態は図－1
の解析モデルと同様な解を与える。穿孔部周辺における

二軸応力状態での弾性厳密解は Kirsch solution として知

られており文献 2)にその具体的な表現式が掲載されてい

る。 

各解析モデルとも座標原点に半径 a なる穿孔部を設定

しており，𝑟𝑟は半径方向の位置を指定する座標，𝑟𝑟𝑝𝑝は塑

性領域を指定する距離を意味している。すなわち，𝑎𝑎 ≤
𝑟𝑟 ≤ 𝑟𝑟𝑝𝑝が降伏し脆弱化した塑性領域であり，𝑟𝑟 > 𝑟𝑟𝑝𝑝が健

全な弾性領域である。なお，外圧 𝜎𝜎ℎは座標原点方向へ

の作用を正の値として取りあつかう。 

 

3. 弾性厳密解 
3.1 全方向から均等な外圧が作用した場合 
厚肉円筒に対する弾性厳密解は次式のように表され

る 1)。 
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 𝜎𝜎𝑟𝑟 = − 𝑆𝑆1
𝑟𝑟2 − 𝑆𝑆2 (1) 

 𝜎𝜎𝜃𝜃 = 𝑆𝑆1
𝑟𝑟2 − 𝑆𝑆2 (2) 

ここで，𝜎𝜎𝑟𝑟は半径方向応力，𝜎𝜎𝜃𝜃は円周方向応力であ

り，S1と S2はそれぞれ次式のように表される。 

 𝑆𝑆1 = �𝑎𝑎2𝑏𝑏2(𝑃𝑃0 − 𝑃𝑃𝑖𝑖)
𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2 � (3) 

 𝑆𝑆2 = 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑎𝑎2 − 𝑃𝑃0𝑏𝑏2

𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2  (4) 

ここで，b は外径，𝑃𝑃𝑖𝑖は内径に作用する圧力，𝑃𝑃0は外

径に作用する圧力である。なお，文献 1)における式(1)，

(2)の表現は引張を正として取り扱われているが，本論

では圧縮を正となるよう修正して記述している。図－1
において無限領域を想定する観点から b=∞，さらに，

𝑃𝑃𝑖𝑖 = 0，𝑃𝑃0 = 𝜎𝜎ℎを式(1)と(2)に導入すると次式のように

表される。 

 

図－1 解析モデル 

(全方向から均等な外圧が作用する場合) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－2 解析モデル 

(一軸ならびに二軸圧縮応力状態) 

 𝜎𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝜎ℎ(1 − 𝑎𝑎2

𝑟𝑟2) (5) 

 𝜎𝜎𝜃𝜃 = 𝜎𝜎ℎ(1 + 𝑎𝑎2

𝑟𝑟2) (6) 

図－1 のように全方向から均等な外圧が作用する場合，

全領域においてせん断応力𝜎𝜎𝑟𝑟𝜃𝜃は生じないことから，穿

孔部周辺(1.0 ≤ 𝑟𝑟/𝑎𝑎 ≤ 2.0 )の最大主応力𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚と最小主応

力𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚はそれぞれ 

 �
𝜎𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜎𝜎𝜃𝜃 = 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

    (7) 

となる。 

3.2 一軸ならびに二軸での応力状態 
図－2 に示すような二軸圧縮応力状態での解析モデル

に対して，半径方向応力 σr ，円周方向応力 σθ ，せん断

応力σrθに関する弾性厳密解は次式のように表される 2)。 

 𝜎𝜎𝑟𝑟 = 𝑘𝑘1 �1 − 𝑎𝑎2

𝑟𝑟2� − 𝑘𝑘2 �1 − 4 𝑎𝑎2

𝑟𝑟2 + 3 𝑎𝑎4

𝑟𝑟4� 𝑄𝑄 (8) 

 𝜎𝜎𝜃𝜃 = 𝑘𝑘1 �1 + 𝑎𝑎2

𝑟𝑟2� + 𝑘𝑘2 �1 + 3 𝑎𝑎4

𝑟𝑟4�𝑄𝑄 (9) 

 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑘𝑘2 �1 + 2 𝑎𝑎2

𝑟𝑟2 − 3 𝑎𝑎4

𝑟𝑟4�𝑅𝑅 (10) 

式(8)，式(9)においても圧縮を正として表現しており，

k1と k2ならびに Q はそれぞれ次式のように表される。 

 𝑘𝑘1 = 1
2 (1 + 𝜆𝜆)𝜎𝜎ℎ  ,   𝑘𝑘2 = 1

2 (1 − 𝜆𝜆)𝜎𝜎ℎ (11) 

 𝑄𝑄 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝜃𝜃)  ,   𝑅𝑅 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝜃𝜃) (12) 
なお，θ は図－2 に示すとおり水平軸を基準として反

時計回りの角度である。 

さて，二軸応力状態では最大主応力𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚と最小主応

力𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚は次式のように表される。 

 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = �𝜎𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜎𝜃𝜃
2 � − ��𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝜃𝜃

2 �
2
+ 𝜎𝜎𝑟𝑟𝜃𝜃

2 (13) 

 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = �𝜎𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜎𝜃𝜃
2 � + ��𝜎𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜎𝜃𝜃

2 �
2
+ 𝜎𝜎𝑟𝑟𝜃𝜃

2 (14) 

ただし，𝜃𝜃 = 0°, 90°, 180°, 270°おいてせん断応力𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟は

ゼロとなり，かつ，それらの角度において側圧係数𝜆𝜆が
0.5 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 2.0であれば穿孔部周辺(1.0 ≤ 𝑟𝑟/𝑎𝑎 ≤ 2.0 )での

最大主応力𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚と最小主応力𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚は式(7)と同様，次式

のように表される。 

 �
𝜎𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜎𝜎𝜃𝜃 = 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

    (15) 

 

4. 穿孔部周辺の応力状態の特徴と塑性領域検討の方針 
図－3 に図－1 の解析モデルに対応した式(5)，(6)より

計算される応力分布を示す。図－3 では𝑟𝑟/𝑎𝑎 = 1.0が穿孔

部境界を指定しており，その位置における無次元化応力

𝜎𝜎𝜃𝜃/𝜎𝜎ℎは 2.0 となる。すなわち，穿孔部境界では外圧𝜎𝜎ℎ

に比較して 2 倍もの圧縮応力が生じることとなる。この

ように幾何学的に形状が変化している周辺で応力が極端

に変動する現象を応力集中と称する。 

図－1 のように設定された解析モデルでは全領域にお

いてせん断応力𝜎𝜎𝑟𝑟𝜃𝜃は生じない。したがって，式(7)に示

すとおり𝜎𝜎𝜃𝜃が最大主応力(𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 )，𝜎𝜎𝑟𝑟が最小主応力(𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚)
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に相当することから，塑性領域 𝑟𝑟𝑝𝑝を決定するための方

程式は式(5)と(6)で表現される𝜎𝜎𝑟𝑟, 𝜎𝜎𝜃𝜃を主応力表現され

たモール・クーロンの破壊基準に導入することにより定

式化される(表－1 参照)。 

次に，図－2 の解析モデルで設定される一軸圧縮状態

(𝜆𝜆 = 0)と二軸圧縮状態で𝜆𝜆 = 2.0とした場合における𝜃𝜃 =
90[°]と𝜃𝜃 = 0[°]の無次元化応力𝜎𝜎𝜃𝜃/𝜎𝜎ℎ，𝜎𝜎𝑟𝑟/𝜎𝜎ℎをそれぞれ

図－4 の(i)と(ii)に示した(式(8)，(9)より計算)。 
図－4(i)より，一軸圧縮状態では𝜃𝜃 = 0[°] の B点におい

て外圧𝜎𝜎ℎの 3 倍もの圧縮応力(𝜎𝜎𝜃𝜃/𝜎𝜎ℎ = 3.0)が発生してい

る。一方，𝜃𝜃 = 90[°]の A 点では外圧に相当する𝜎𝜎ℎと等価

な引張応力(𝜎𝜎𝜃𝜃/𝜎𝜎ℎ = −1.0 )が発生している。コンクリー

トの強度特性として引張強度は圧縮強度に比較して著し

く低く，図－4(i)のような一軸圧縮状態が想定される穿

孔部周辺では，外圧の作用方向に面したA点を起点とし

た引張による破壊が懸念されるであろう。そのため，図

－4(i)に示すような一軸圧縮状態を対象とした取り組み

においては，𝜃𝜃 = 90[°]に着目し引張応力に起因して発生

する塑性領域を最大主応力説に基づいて解析する(表－1
参照)。 

図－4(ii)に示す𝜆𝜆 = 2.0  での二軸圧縮状態では，𝜃𝜃 =
90[°]となる A 点では外圧の 5 倍もの圧縮応力 (𝜎𝜎𝜃𝜃/𝜎𝜎ℎ =
5.0)が発生しており，また，𝜃𝜃 = 0[°]の B 点では鉛直方向

の外圧に相当する圧縮応力(𝜎𝜎𝜃𝜃/𝜎𝜎ℎ = 1.0)が発生している。

このような二軸圧縮状態を対象とした本研究における取

り組みでは， 𝜃𝜃 = 0[°]と𝜃𝜃 = 90[°]に着目し，モール・ク

ーロンの破壊基準を採用して圧縮応力によるせん断破壊

に由来した塑性領域の発生を解析する(表－1 参照)。 

5. モール・クーロンの破壊基準の主応力表現 
モール・クーロンの破壊基準 3)は次式のように表され

る。 
 𝜏𝜏 = 𝐶𝐶0 + 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝜎𝜎𝑛𝑛 (16) 
ここで，𝜏𝜏と𝜎𝜎𝑛𝑛はそれぞれ「せん断応力」と「垂直応

力」であり，𝐶𝐶0は粘着力，𝜙𝜙は内部摩擦角である。本研

究では，このモール・クーロンの破壊基準を最大主応力

𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚と最小主応力𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚で表現した次式の形式(降伏関数)

で利用する(図－5 を参照)。 

 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑀𝑀𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−𝜎𝜎0 (17) 
ここで，𝑀𝑀ならびに𝜎𝜎0はそれぞれ次式のように表さ

れる 3)。 

 
表－1 本研究での取り組み 

 
 

図－3 全方向から均等な外圧が作用する場合 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(i)[一軸圧縮状態(𝜆𝜆 = 0)]                        (ii)[二軸圧縮状態(𝜆𝜆 = 2.0)] 

図－4 一軸ならびに二軸での応力状態 (𝜃𝜃 = 90[°](A 点)，𝜃𝜃 = 0[°](B 点)) 

解析モデル 外圧特性 rpの着目点 破壊基準 方程式

図-1
全方向から均等
な圧力が作用

任意の角度 M.C. 2次

一軸圧縮状態 θ=90[°]
最大主応力
説(引張降伏
応力基準)

二軸圧縮状態 θ=90[°]，θ=0[°] M.C.
図-2 4次
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図－5 モール・クーロンの破壊基準の主応力表現 

 

 
 
 

⎩�
�⎨
��
⎧𝑀𝑀 = (1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)

(1 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝜎𝜎0 = 2𝐶𝐶0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
(1 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)

 (18) 

式(18)の𝜎𝜎0は本研究では引張降伏応力に相当し，一方，

圧縮降伏応力𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐.に対応する表現は 

 𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. = 2𝐶𝐶0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠) (19) 

となる。すなわち，式(18)で定義される𝑀𝑀は引張降伏応

力と圧縮降伏応力の比を表現したパラメータと解釈され

る。 

式(17)の降伏関数に式(5)，(6)や式(8)，(9)の弾性厳密

解を導入することにより，座標原点からの距離𝑟𝑟を関数

とした方程式 f (r)が導出され，その式を満たす距離𝑟𝑟 ( f 
(r) = 0)が本研究で着目する穿孔部周辺の塑性領域𝑟𝑟𝑝𝑝を定

めるものとなる。 

 

6. 塑性領域を指定する解析解 
6.1 全方向から均等な外圧が作用した場合の塑性領域 
図－1 に示すような全方向から均等な外圧が作用する

ことを想定する場合は式(7)が成立することから，

𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜎𝜎𝜃𝜃 , 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜎𝜎𝑟𝑟として式(5)，(6)を式(17)に導入す

ることにより，次式に示す𝑟𝑟に対する 2 次の方程式を得

る。 
 𝐵𝐵1𝑟𝑟2 − 𝐵𝐵2 = 0 (20) 
ここで，B1，B2は次式のように表される。 

 �
𝐵𝐵1 = [𝜎𝜎ℎ(1 − 𝑀𝑀) + 𝜎𝜎0]

  𝐵𝐵2 = 𝑎𝑎2𝜎𝜎ℎ(1 + 𝑀𝑀)        
 (21) 

上式(20)を満たす r が塑性領域を指定する𝑟𝑟𝑝𝑝に相当し，

𝑟𝑟𝑝𝑝は次式のように表される。 

 𝑟𝑟𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 � 𝜎𝜎ℎ(1 + 𝑀𝑀)
𝜎𝜎ℎ(1 − 𝑀𝑀) + 𝜎𝜎0

�
1
2
 (22) 

6.2 一軸圧縮状態(𝜆𝜆 = 0)における𝜃𝜃 = 90[°]の塑性領域 
 本節では一軸圧縮状態(𝜆𝜆 = 0 )における𝜃𝜃 = 90[°]  での

引張応力に起因した塑性領域を指定する𝑟𝑟𝑝𝑝を導出する。 

𝜃𝜃 = 90[°]において式(9)で与えられる𝜎𝜎𝜃𝜃は次式のように

表される。 

 𝜎𝜎𝜃𝜃 = 𝜎𝜎ℎ
2 �𝑎𝑎2

𝑟𝑟2 − 3 𝑎𝑎4

𝑟𝑟4� ; 𝜆𝜆 = 0, 𝜃𝜃 = 90[°] (23) 

引張降伏応力を−𝜎𝜎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡.として上式(23)の 𝜎𝜎𝜃𝜃に −𝜎𝜎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡を

代入すれば，引張応力を基準とした最大主応力説による

塑性領域を指定する方程式を次式のように定式化できる。 

 𝐸𝐸1 + 𝐸𝐸2
𝑟𝑟2 − 𝐸𝐸3

𝑟𝑟4 = 0 (24) 

ここで，E1，E2，E3は次式のように表される。 

 

⎩
��
⎨
��
⎧ 𝐸𝐸1 = 𝜎𝜎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡.

𝐸𝐸2 = 𝑎𝑎2𝜎𝜎ℎ
2

𝐸𝐸3 = 3𝑎𝑎4𝜎𝜎ℎ
2

 (25) 

式(24)は r に対して 4 次の方程式であり，解析的に 4

つの解が導出されるが，利用する解はそれらのうち負な

らびに虚数を与えない次式の表現を採用すればよい。 

 𝑟𝑟𝑝𝑝 =
√

𝐻𝐻 − 𝑈𝑈√
2

 (26) 

ここで，H と U は次式のように表される。 

 𝐻𝐻 =
�4𝐸𝐸1𝐸𝐸3 + 𝐸𝐸2

2

𝐸𝐸1
    ,    𝑈𝑈 = 𝐸𝐸2

𝐸𝐸1
 (27) 

なお，ここでは解析モデルとの相関を容易に理解で

きるよう配慮して𝜃𝜃 = 90[°]  に限定した記述となってい

るが，𝜃𝜃 = 90[°]での結果は𝜃𝜃 = 270[°]でも同様に成立す

る。 

6.3 二軸圧縮状態における𝜃𝜃 = 0[°], 90[°]の塑性領域 
一般的に二軸応力状態の領域ではせん断応力が発生

することから，弾性厳密解を用いて最大主応力𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚と

最小主応力𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚を表現した場合，塑性領域を指定する

方程式の形式は高次の多項式となり，6.1 節や 6.2 節で

の取り組みのように塑性領域𝑟𝑟𝑝𝑝を解析的に決定すること

ができない。しかしながら，破壊発生が懸念される応力

集中が顕著に発生する位置は主に𝜃𝜃 = 90[°]  と 𝜃𝜃 = 0[°]が
想定され，これらの角度においてせん断応力はゼロとな

る。また，それらの角度において側圧係数𝜆𝜆が0.5 ≤ 𝜆𝜆 ≤
2の場合，穿孔部周辺(1 ≤ 𝑟𝑟/𝑎𝑎 ≤ 2 )では前節までの設定

と同様に式(15)が成立する。すなわち，𝜃𝜃 = 90[°]  と𝜃𝜃 =
0[°]の角度に限定すれば，式(17)の降伏関数に式(8)，(9)

を導入することにより，二軸圧縮応力状態においても穿

孔部周辺に発生する塑性領域を定める𝑟𝑟に対する方程式

を次式にように定式化できる。 

 𝐶𝐶1 − 𝐶𝐶2
𝑟𝑟2 − 𝐶𝐶3

𝑟𝑟4 = 0 (28) 

ここで，C1，C2，C3は次式のように表される。 

 
⎩�
⎨
�⎧

𝐶𝐶1 = (𝑘𝑘1[1 − 𝑀𝑀] − 𝑘𝑘2𝑄𝑄[1 + 𝑀𝑀] + 𝜎𝜎0)
𝐶𝐶2 = (𝑘𝑘1[1 + 𝑀𝑀] − 4𝑘𝑘2𝑄𝑄)𝑎𝑎2                  

𝐶𝐶3 = (3𝑘𝑘2𝑄𝑄[1 + 𝑀𝑀])𝑎𝑎4                   
 (29) 

式(28)を満たす𝑟𝑟が塑性領域を指定する𝑟𝑟𝑝𝑝であり，こ

こでも，𝑟𝑟に対して 4 次の多項式であるが，前節と同様

に解としては負ならびに虚数を与えない次式の表現を採

用すればよい。 

 𝑟𝑟𝑝𝑝 =
√

𝑆𝑆 + 𝐷𝐷√
2

  (30) 

ここで，S と D は次式のようである。 

 𝑆𝑆 =
�4𝐶𝐶1𝐶𝐶3 + 𝐶𝐶2

2

𝐶𝐶1
    ,    𝐷𝐷 = 𝐶𝐶2

𝐶𝐶1
 (31) 

C

+

(＋)a
r=∞
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1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

0 1 2 3 4 5

rp
/a

σh/σcomp.

Φ=50[°]

Φ=40[°]

Φ=30[°]

1

1.1

1.2

1.3

1 2 3 4

rp
/a

σh/σten.

本研究 式(30)，[式(22)] Xiaofei Guo et al.

1.0 2.68 [2.68] 2.68 0
1.2 2.63 2.63 0
1.4 2.59 2.59 0
1.6 2.55 2.55 0
1.8 2.51 2.51 0
2.0 2.47 2.47 0

θ=0[°]，a =2.0[m], C 0=3[MPa],　ϕ=25[°]

σ h
[MPa]

λ 相対誤差
rp[m]

20

7. 解析例 
7.1 解の検証 
表－2に本研究の式(22)ならびに式(30)より計算された

塑性領域と Xiaofei Guo4)らの結果を示す。表－2 より，

それらに対する相対誤差の結果はすべて 0 となっており，

本研究の結果は既往の研究と同等な結果を与えることが

確認できる。 

7.2 全方向から均等な外圧が作用した場合の解析例 
コンクリートの粘着力と内部摩擦角を実験的に検討

した文献 5)を参考に，粘着力𝐶𝐶0を 8[MPa]，内部摩擦角𝜙𝜙
が 30[°]，40[°]，50[°]とした場合における𝜎𝜎ℎ/𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐.と

𝑟𝑟𝑝𝑝/𝑎𝑎の関係を図－6 に示した(式(22)により計算)。なお，

この場合，材料の圧縮強度𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐.は式(19)より 27.7～

44.0[MPa]に相当する。 
図－6 より，𝜎𝜎ℎ/𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐.増加にともなって𝑟𝑟𝑝𝑝/𝑎𝑎は増加す

る傾向にあることが確認できる。また，内部摩擦角𝜙𝜙が
大きいほど塑性領域を示す𝑟𝑟𝑝𝑝/𝑎𝑎の値が減少する傾向を示

しており，内部摩擦角の増加が破壊に対する抵抗性の増

大に寄与するという一般的な力学的認識を支持した傾向

を把握することができる。 
さて，このような全方向から均等な外圧が作用する

図－1 の解析モデルを対象とした問題において，塑性領

域が発生する外圧の閾値を𝜎𝜎ℎ𝑝𝑝と定義すると，𝜎𝜎ℎ𝑝𝑝は式

(22)において𝑟𝑟𝑝𝑝/𝑎𝑎 = 1.0となる場合であることから次式

のように表現できる。 

 𝜎𝜎ℎ𝑝𝑝 = 𝜎𝜎0
2𝑀𝑀 = 𝐶𝐶0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙

(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙) (32) 

上記の知見を適用し，粘着力との相関からコンクリ

ートに対する塑性領域発生の閾値について検討してみよ

う。ここでも，コンクリートの内部摩擦角を𝜙𝜙 = 30～
50[°]程度と仮定した場合，式(32)より次式を得る。 

 30[°] ≤ 𝜙𝜙 ≤ 50[°]  ;  1.73 ≤
𝜎𝜎ℎ𝑝𝑝

𝐶𝐶0
≤ 2.75 (33) 

コンクリートの粘着力𝐶𝐶0を 8[MPa]と仮定すると 5)，

全方向から均等な外圧が作用する図－1 の解析モデルの

ような条件において，穿孔による塑性領域発生の閾値で

ある𝜎𝜎ℎ𝑝𝑝は式(33)より 14～22[MPa]と概算される。 

7.3 一軸圧縮状態での塑性領域の解析例 
図－7 に式(26)より計算された一軸圧縮状態における

𝜃𝜃 = 90[°] での𝜎𝜎ℎ/𝜎𝜎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡. と 𝑟𝑟𝑝𝑝/𝑎𝑎の関係を示す。図－7 より，

𝜎𝜎ℎ/𝜎𝜎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡.の増加にともなって𝑟𝑟𝑝𝑝/𝑎𝑎は増加する傾向を示し

ており， 引張降伏応力の 2 倍の外圧が作用した状況

(𝜎𝜎ℎ/𝜎𝜎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡. = 2 .0)において半径の 14[%]程度の塑性領域が

発生している。なお，ここで利用した式(26)に関しては，

比較すべき既往の研究がないが，問題の設定上，塑性領

域が発生する外圧の閾値𝜎𝜎ℎ𝑝𝑝は𝜎𝜎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡.であり，図－7 にお

いて𝜎𝜎ℎ/𝜎𝜎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡. = 𝑟𝑟𝑝𝑝/𝑎𝑎 = 1.0となる合理的な結果が得られ

ている。 

さて，圧縮強度が 30[MPa]程度の一般的なコンクリー

トを想定すると，その引張降伏応力は概ね 3[MPa]程度

かそれ以下であろう。すなわち，外圧として 3[MPa]程

度の一軸圧縮応力が作用した場合，本節での取り組みか

ら分かるとおり穿孔部境界のA点が塑性することとなる。 

一方，前述した圧縮強度が 30[MPa]程度のコンクリー

トに対する曲げによる許容応力は 10[MPa]程度であり，

RC 橋梁の主桁などには一次元的な圧縮応力としてこの

許容応力(10[MPa])に相当した応力レベルが現有応力と

して作用しているものと想定される。すなわち，一般的

な許容応力状態（圧縮）にある躯体においても，穿孔に

ともなう応力集中により躯体の引張降伏応力を超える応

力が生じる可能性があり，穿孔部周辺には塑性領域の発

生が懸念される。 

 

表－2  解の検証 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－6 σh/σcomp.と rp/a の関係 
（全方向から均等な外圧が作用:𝐶𝐶0 = 8[MPa]） 

 

 

 
 
 
 
 
 

図－7  σh/σten.と rp/a の関係 
（一軸圧縮：𝜃𝜃 = 90[°]での塑性領域 ） 
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7.4 二軸圧縮状態での塑性領域の解析例 
図－8 に側圧係数𝜆𝜆が 0.5，1.0，1.5 ならびに 2. 0にお

ける𝜃𝜃 = 0[°]  での𝜎𝜎ℎ/𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐.と𝑟𝑟𝑝𝑝/𝑎𝑎の関係を示す(式(30)に

より計算)。図－8 より，側圧係数𝜆𝜆の値が大きいほど全

体的に塑性領域𝑟𝑟𝑝𝑝/𝑎𝑎  の値は減少している。また，図－9 
には𝜃𝜃 = 90[°]での𝜎𝜎ℎ/𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐.と 𝑟𝑟𝑝𝑝/𝑎𝑎の関係を示した。図

－9 では，側圧係数𝜆𝜆の値が大きいほど全体的に塑性領

域𝑟𝑟𝑝𝑝/𝑎𝑎 の値は増加する傾向となる。 

図－8 と図－9 の結果より，工学的に注目すべきは，

最も低い応力レベルで塑性領域が発生する場合であり，

ここでは，𝜆𝜆 = 2.0となる𝜃𝜃 = 90[°]  での結果(図－9 にお

ける黒の実線)が該当する。この場合，𝜎𝜎ℎ/𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. = 0.2

程度で塑性領域が発生することとなる。すなわち，

30[MPa]程度の圧縮強度を有するコンクリートにおいて

も，側圧係数が𝜆𝜆 = 2.0となる場合，一方向から 6[MPa]

程度の外圧(圧縮)が作用することで，穿孔部境界 A 点に

おいて塑性が発生することとなる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－8  σh/σcomp.と rp/a の関係 
（二軸圧縮 : 𝜃𝜃 = 0[°], 𝐶𝐶0 = 8[MPa], 𝜙𝜙 = 40[°]  ） 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

図－9   σh/σcomp.と rp/a の関係 
（二軸圧縮 : 𝜃𝜃 = 90[°], 𝐶𝐶0 = 8[MPa], 𝜙𝜙 = 40[°]  ） 

 

8. まとめ 
本研究では主応力表現したモール・クーロンの破壊

基準に弾性厳密解を導入することにより，穿孔部周辺に

生じる塑性領域を指定可能な方程式を定式化しその解析

解を導出した。また，引張応力に由来する破壊が想定さ

れる位置においては最大主応力説に立脚し引張降伏応力

を基準として塑性領域を指定する解析解を示した。 

解析モデルとしては全方向から均等な外圧が作用し

た場合と一軸や二軸圧縮応力状態を設定し，それぞれに

対して，内部摩擦角や側圧係数が塑性領域の発生に与え

る影響を検討するとともに，一般的なコンクリートを想

定して塑性領域が発生する外圧の具体的な閾値を示した。 

本研究で導出した塑性領域を示す解析解は閉じた形

式で代数表現されており，表計算ソフトが利用できる一

般的な PC 環境さえ整っていれば基本的な条件を設定す

ることで穿孔に際してのコンクリートの健全性を簡便に

把握可能である。 

なお，本研究の範疇では所定の角度に限定した塑性

領域の評価に限定している。その理由は，任意の角度に

対しては塑性領域を定める方程式が高次の式となり解析

的に解くことが不可能となるからである。しかしながら，

高次の式に対しては数値的な解法を駆使することで合理

的に塑性領域を推定することが可能となることから，現

在，そのプログラムの開発に取り組んでいる。 
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