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要旨：近年，主として国外において主筋の降伏後エネルギーGfs に基づく破断・座屈構成則の開発が進む中，

座屈モデルの見直しが指摘されている。この点に着目し，本論文では，鉄筋の座屈挙動に対して座屈開始点

などをより詳細に記述できる Dhakal & Maekawa のモデル化手法を採用し，また破断挙動に対して降伏後エネ

ルギーGfsを積分点の支配長さで縮尺する正則化手法を組み合わせた新たな混合モデルを検証した。その結果，

コンクリートの圧壊と主筋の座屈により応答が支配されるスレンダー壁に対して，提案手法により終局変位

の平均予測精度を最大で 11%改善できるとともに，寸法依存性を最大で 35%軽減できることを明らかにした。 

キーワード：圧縮破壊，座屈，降伏後エネルギー，積分点の支配長さ，正則化，有限要素骨組解析 

 

1. はじめに 

 鉄筋コンクリート（以下，RC）構造物の座屈挙動を追

跡するため，とりわけ鉄筋の応力－ひずみ関係に着目し

た複数の研究事例が存在する。当該分野における近年の

世界的な研究潮流の 1 つは，降伏後エネルギーに着目し

た正則化の概念に基づく座屈・破断挙動の追跡である

1)2)3)4)5)。図－1はその要約を示している。正則化は，降伏

後エネルギーGfs を積分点の支配長さ LIPで除し，硬化勾

配 b’’を決定することにより達成される。繰返し応力を受

ける RC 中の破断ひずみは，1 軸試験の実測破断ひずみ

値より小さく，NIST6)は，引張強度時ひずみの 0.5 倍を推

奨している。他方，圧縮側の硬化勾配 b’’は引張側と同様

に決定されるが，座屈開始点（図中の黄色点）のひずみ

は正則化圧縮側コンクリート応力－ひずみ関係の残留応

力度点，いわゆる軟化ブランチ上の 0.2f’c 点に対応する

残留ひずみ値と等しく設定される。このようなモデル化

は，Pugh et al.1)によって初めて提案され，要素寸法依存

性を回避し，圧壊後に座屈する（Buckling following 

Compression failure; 以下，CB モード）スレンダー壁のポ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－1 先行研究にみる鉄筋正則化モデル 4) に加筆 

ストピーク挙動を高精度に予測できることが複数の研究

者によっても示されている例えば 2) 3) 4)。一方，図－1 によ

るモデル化の課題点は次の通りである。 

・ 座屈後に破断する曲げ壁の応答を予測できない。 

・ 圧壊後に座屈する曲げ柱の応答を予測できない。 

Deng et al.4)は，2010 年カンタベリー地震で座屈後に破断

した（Bar Rupture following Buckling; 以下，BR モード）

スレンダー壁に焦点を当て，変位型骨組要素による正則

化を提案している。しかし，繰返し応答を示すスレンダ

ー壁の検証において，図－1 は破断に先立つ座屈による

強度低下を予測できないことを報告している。同様に，

Pugh et al. 1) も，図－1モデルにより BR モード を予測し

た結果，座屈応答は確認されず，破断応答（Rupture prior 

to buckling; 一般に R 破壊と呼ぶ 1））のみが得られたこと

を報告した。このように，現状では BR モードを予測で

きる骨組解析手法は存在しないと思われ，その打開策と

して，座屈構成則の見直しが指摘されている 4)。Pozo et 

al.5)は，座屈破壊を含む RC 柱の曲げ破壊実験結果を収

集・編集し，その応答を予測した。論文によれば，圧縮 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－2 提案・検証する座屈&鉄筋正則化混合モデル 

*1 日本大学 工学部建築学科専任講師 博士(工学) (正会員) 
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鉄筋の正則化は必要ないと結論付けている。本論文の目

的は，図－2 に示す混合モデルを提案し（以下，提案モ

デルと呼ぶ），CB モードの荷重－変位関係に対する予測

精度を確認することである。引張側は図－1で表現され，

圧縮鉄筋の応力－ひずみ包絡線に対して Dhakal & 

Maekawa7)による座屈定式化を採用する。本モデルは，骨

組要素全長に基づく構成則の縮尺によって寸法依存性の

問題を概ね回避でき，かつ，座屈モードに対応する座屈

長さを定式化へ導入している点でより詳細に座屈挙動を

記述できる。まず，2 章において Gfsに基づく正則化の要

約，3 章において座屈モデルを要約する。続く 4 章では，

CB モードを示す縮小スレンダー壁試験体 8)9)に対する検

証を行う。解析には DIANA10.710)を使用し，BR モードの

検証や RC 柱に対する提案モデルの適用性の確認は，今

後の課題とする。 

 

2. 鉄筋の正則化手法 1) 

 図－3に概要を示す。図－3(a)は，1 軸引張試験から得

られる引張応力－変位関係の模式図であり，図のハッチ

部面積に該当する Gfsは次式によって求められる。 

   𝐺௙௦ ൌ
ଵ

ଶ
൫𝑓௬ ൅ 𝑓௨൯൫𝛿௨_௘௫௣ െ 𝛿௬_௘௫௣൯               (1) 

ここで，𝑓௬と𝑓௨は，それぞれ降伏強度と引張強度，𝛿は対

応する変位である。式(1)の両辺を引張試験の標点間距離

Lgageで除して整理すると， 

   𝐺௙௦ ൌ
ଵ

ଶ
൫𝑓௬ ൅ 𝑓௨൯൫𝜀௨_௘௫௣ െ 𝜀௬_௘௫௣൯ ൈ 𝐿௚௔௚௘        (2) 

ここで，𝛿௨_௘௫௣ 𝐿௚௔௚௘⁄ ൌ 𝜀௨_௘௫௣，𝛿௬_௘௫௣ 𝐿௚௔௚௘⁄ ൌ 𝜀௬_௘௫௣で

ある。一方，正則化は圧縮側コンクリートに対する手順

がそうであるように，図－3(a)の横軸を積分点の支配長

さ LIPで除すことによって達成される（図－3(b)）。 

   𝐺௙௦ 𝐿ூ௉⁄ ൌ
ଵ

ଶ
൫𝑓௬ ൅ 𝑓௨൯൫𝜀௨ᇱᇱ െ 𝜀௬_௘௫௣൯             (3) 

ここで，𝜀௨ᇱᇱは有限要素解析の入力値として誘導される

破断時ひずみである。式(3)を𝜀௨ᇱᇱについて解くと， 

   𝜀௨ᇱᇱ ൌ 𝜀௬_௘௫௣ ൅
ଶீ೑ೞ
௅಺ು

ଵ

൫௙೤ା௙ೠ൯
                      (4) 

式(4)に実験から取得される式(2)を代入すると， 

   𝜀௨ᇱᇱ ൌ 𝜀௬_௘௫௣ ൅
௅೒ೌ೒೐
௅಺ು

൫𝜀௨_௘௫௣ െ 𝜀௬_௘௫௣൯            (5) 

結局，鉄筋正則化は，実験の計測標点間距離 Lgageと積分

点の支配長さ LIPに唯一依存する。なお，LIPの誘導は，

例えば文献 11)を参照されたい。図－3(b)よりひずみ硬

化の幾何学的関係から，次式が導かれる。 

   𝑏ᇱᇱ ൌ 𝑏௘௫௣
ఌೠ_೐ೣ೛ିఌ೤_೐ೣ೛

ఌೠᇲᇲିఌ೤_೐ೣ೛
                         (6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－3 鉄筋正則化の概要：(a)引張応力－引張変位関係，

(b)引張応力－引張ひずみ関係 

 

 

 

 

 

 

 

図－4 Dhakal & Maekawa座屈モデルの概要 7) 

 

 

 

 

 

 

 

図－5 座屈モード vs. 等価剛性関係 7) 

 

3. 座屈包絡線の定式化 7)12) 

 図－4 に概要を示す。包絡線は鉄筋の局所点での σ - ε

関係ではなく，座屈長さにわたる平均 σ - ε関係により記

述される。図中の軟化挙動は，それぞれ次式によって表

現される。 

ఌ∗
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ଵ଴଴
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ቁ
ଶ
൅ 1                (7) 

ただし， 

   
ఌ∗

ఌ೤
൒ 6 ቀ

௅
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ቁ
ଶ
൅ 1                              (8) 

𝜎 ൌ 𝜎∗ െ 0.02𝐸௦ ቀ
ு

௅
ቁ
ଶ
ሺ𝜀 െ 𝜀∗ሻ                  (9) 

ここで，𝐿は座屈長さ，𝐷は鉄筋径，𝐻は要素寸法である。

本モデルは，正則化の概念と異なる手法，すなわち L と

H の比率を介した軟化勾配の修正が施される（式 7-9）。

よって，材料エネルギーと積分点の支配長さは必要とし

ない。𝐿は，図－5の横軸に対応する座屈モード n と補強

筋間隔(tie spacing)の積によって求められる。 

𝐿 ൌ 𝑛 ൈ 𝑡𝑖𝑒 𝑠𝑝𝑎𝑐𝑖𝑛𝑔                         (10) 

ここで，図－5の縦軸に対応する等価剛性𝑘௘௤が必要とな

るが，以降の詳細は文献 7)を参照されたい。 
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4. 解析対象実験の概要 

本章では，図－2 に示した鉄筋の応力－ひずみ関係を

検証するため，Dazio et al. 8)9)による 6 階建 RC 造建物中

の耐力壁を模した WSH4 試験体を選定する。論文による

と，圧壊と座屈が同時に発生し，いわゆる CB モードを

示した。選定理由は次の通りである。 

・ 既報では，図－1のモデルにより WSH4 試験体の荷

重－変位関係を予測できることが示されている。 

・ 引張試験における標点間距離を取得できる。 

・ 座屈長さ L を取得できる。 

本研究の最終目標を再確認すると，その 1 つは BR モー

ドを追跡できるモデルの開発である。これは，図－2 の

モデルにより，図－1 のモデルと同等にスレンダー壁の

CB モードを予測できることが前提である。また，式(5)

に示すように，標点間距離 Lgageを論文から取得できる必

要がある。最後に，図－2 のモデルの特徴は座屈開始点

の詳述であり，式(10)に示す座屈長さの決定が精度を左

右する。したがって，式(10)の検証も併せて確認できるこ

とが望ましい。以上の観点から，WSH4 試験体を選定し

た。次節にて概要を詳述する。 

4.1. WSH4試験体の概要 

 図－6 に試験体形状，載荷条件および壁脚部の損傷状

況，図－7 に配筋，表－1 に WSH4 試験体および材料の

特性を示す。実験では，軸力比 η=0.06 の一定軸力を載荷

した後，頂部水平繰返変位が作用された。変形成分分離

の結果，せん断変形成分はわずか 8%であり，曲げ変形が

支配的である。主筋は隅部で D12（印●）が左右 6 本ず

つ配筋され，その他は D 8（印〇）が配筋された。水平鉄

筋は，2 種類である。断面せいに沿う補強筋は D 6@150

であり，定着されていない。もう一つは，主筋 D 12@150

を U 字型に拘束する補強筋であるが，閉型でないためコ

アコンクリートを拘束するものではない。つまり，本試

験体には，拘束コンクリートが存在しないものと判断さ

れる。よって，正則化に必要な圧縮破壊エネルギーGfcは

次式 13)を用いることにした。 

𝐺௙௖ ൌ 0.56𝑓௖ᇱ                                (11) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

式(11)により求めた Gfc値を表中に示す。一方，U 字型補

強筋は，最外主筋の座屈に対して有効に支持するものと

推察される。なお，図－5 に基づき算定した座屈モード

を表－1 に示す。計算の結果，keq=0.83 が導かれ，n=1.0

より，L=150mm（式 10 参照）が導かれた。これは，図－

6に示す実験後に観察された座屈長さと一致する。なお，

引張試験の標点間距離は 750(mm)と報告されており，こ

れは後述する引張側鉄筋の正則化にて使用する。 

4.2. 解析モデルの概要 

 図－8に解析モデルを示す。本論文では，Euler-Bernouli

理論に基づく変位型梁要素を選択する。図は，試験体を

均一に 4 分割した場合を示している。実験は片持ち形式

の載荷方法（強制変位）であるため，柱頭をローラー支

持とした。本節の要点は，LIPの導出である。筆者の既往

の研究例えば 11)によれば，要素剛性マトリクス K に現れる

最大次数 = 2 に基づき，3 点－Newton-Cotes 則，いわゆ

る 3 点－Simpson 則が選択される。Coleman & Spacone14)

の指摘に基づき，最大モーメントが作用する積分点に対

して正則化を施すことが最も精度と効率性を両立できる。

よって，LIPは，次式により表現できる。 

𝐿ூ௉ ൌ 𝑤ூ௉𝐻 ൌ 𝐻 6⁄                           (12) 

ここで，𝑤ூ௉は重み係数であり 3 点 Simpson 則の端部（図

－8 中の第一積分点）では 1/6 である 15)。H は分割した

要素の全長であり，試験体を 4, 8, 16 分割した場合，LIP

は，188.3(mm)（図－8参照），94.2(mm)，47(mm)となる。 

 図－9に得られた積分点の支配長さ LIPにより作成し 
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た応力－ひずみ関係を示す。正則化の有効性を示すため，

本論文では，Saatcioglu & Razvi16)のモデルを正則化無し

に対する圧縮コンクリートのモデルとして位置付ける。

圧縮側コンクリートは，Kent & Park モデルに Gfc（式(11)

よる導出値）を組込んだ Coleman & Spacone14)のモデルを

採用する（図－9(a)）。図より，分割数が大きくなるほど

軟化勾配は緩く表現される。引張側コンクリートは引張

強度まで線形弾性を仮定し，引張強度に達したら全負担

応力を零と仮定した。つまり，正則化は共通して実施し

ない。引張鉄筋の応答は，式(5)へ LIP および標点間距離

Lgage=750(mm)を代入して𝜀௨ᇱᇱを算出した後，この値を

NIST の指摘 6)に基づき 0.5 倍し，𝜀௨ᇱᇱと仮定する。次に，

この仮定値𝜀௨ᇱᇱを式(6)へ代入し 2 次勾配を評価する。得

られた応力－ひずみ関係を図－9(b)に示す。正則化無し

のモデルは，引張強度まで実験値に基づく bi-linear 型を

示している。図より，要素分割数が多くなるにつれ，2 次

剛性は低くなり，破断時応力度が引張強度実験値より小

さく評価される。図－9(c)に D12 に対する座屈応力－ひ

ずみ関係を示す。細長比（L:150mm/D:12mm =12.5）は全

て共通である。凡例の H は要素長さであり（4 分割；

H=1130mm，16 分割；H=282.5mm），分割数が少ないほど

H は大きくなる。図のように，要素長さ H が座屈長さ

L=150mm より大きい場合，分割数が少なくなるにつれ軟

化勾配は急となる。履歴について，コンクリートに対す

る除荷・再負荷履歴は原点指向型とした。鉄筋は土木学

会式 17)を採用する。解析には幾何学的非線形は無視し，

実験値から P⊿成分を補正した。また，抜け出し成分の

他，曲げが支配的であったため，せん断成分は無視した。 

  

5. 結果と考察 

 図－2 のモデルの有効性を検討するため，表－2 の解

析ケースを設定し，各要素分割に対して解析を実施した。

図－10に 4 分割に対する結果を示す。解析は，実験と同

様の負担水平荷重の低下が観察されるまで押し切り，荷

重が最大耐力の 0.8 倍を下回った段階までをプロットし

た。各 Case の最大荷重と履歴に関しては違いが見受けら

れない。ただし，負担水平荷重の低下時変位は大きく異 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表－2 正則化の有無をパラメータとした解析ケース 

 圧縮コンクリート 引張鉄筋 圧縮鉄筋 

Case1 － － 有 

Case2 有 － 有 

Case3 有 有 有 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－10 4分割に対する全体応答の比較 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－11 コンクリートの正則化が圧壊と座屈に及ぼす影

響：主筋とコンクリートの応力度σ vs.頂部変位δ 

δ(mm) δ(mm)

座屈開始 座屈開始後
≒ 圧壊開始 ⇒圧壊

図－9 応力－ひずみ関係：(a)圧縮コンクリート，(b)引張鉄筋，(c)圧縮鉄筋 
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なり，Case1 から Case3 へ向かって精度が改善される。

Case1 からの精度改善が確認された Case2 では圧縮側コ

ンクリートの正則化による影響が現れている。図－11に

正加力時に圧縮反力を受ける隅主筋とコンクリート要素

の応力履歴（主筋あるいはコンクリート応力－頂部水平

変位関係）を示す。圧縮コンクリートが軟化して 0.2fcに

到達した点を圧壊と定義すると 1)，Case1 は明らかに座屈

後に圧壊が生じている。これは実験の破壊順序（圧壊と

座屈が同時発生）と大きく矛盾する。一方，Case2 は圧壊

がわずかに早く先行して座屈が開始した。これは，正則

化によりコンクリートの圧縮軟化が急勾配に評価された

ためである（図－9(a)参照）。Case1 と比べ圧壊に起因し

て圧縮抵抗を消失したコンクリートの圧縮ひずみが加速

することで，完全付着を介して主筋に伝達される圧縮ひ

ずみもそれ相応に大きくなる。これにより，図－9(c)に

示す軟化挙動も加速するため，比較して座屈挙動がより

顕著に現れる。しかし，荷重－変位関係における負担水

平荷重低下時の変位は実験を過大評価した。これは，引

張鉄筋の正則化を導入することによって改善される。鉄

筋正則化によって 2 次剛性が低く評価されるため，同一

作用せん断力に対して引張ひずみは大きく計算される

（図－9(b)参照）。図－12 に隅鉄筋の応力－ひずみ履歴

を示す。圧縮側は，引張側と異なり，座屈長さにわたる

平均応力－ひずみ応答を示している点に留意する（3 章

参照）。本論文では，平面保持を仮定しているため，大き

く評価された引張鉄筋ひずみに対応するように圧縮鉄筋

にも相応のひずみが累積される。これにより，比較して

座屈が早期に誘発される。図－13 に 16 分割に対する結

果を示す。図より，Case1 と Case2 は，スレンダー壁の強

度と靭性を適切に予測できない。しかしながら，Case3 は

荷重低下点を含めて全体応答を良好に模擬しているよう

である。最後に，計算した荷重－変位関係が要素分割に

依存しない客観的な応答を示すことを定量的に評価する。

ここでは，最大耐力 Vmaxと正側負担水平せん断力が正側

最大耐力の 0.8 倍を下回った点の水平変位⊿（以下，終

局変位）を抽出する。得られた諸量は実験値で除して標

準化し，Vmax は正負の平均値とした。表－3 に定量化し

た結果を示す。平均比率により精度を確認しながら，そ

れを標準偏差で除した変動係数 COV によって寸法依存

性を評価する。結果を要約すると次のようである。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－12 隅鉄筋の応力－ひずみ履歴（印〇はCase3の荷

重低下点の解析ステップに対応する） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－13 16分割に対する全体応答の比較 

 

・ 最大耐力の平均比率を見ると，0.94～0.98 の範囲で

あり，精度に及ぼす要素分割の影響は小さい。 

・ 最大耐力に係る COV は 0.00～0.03 の範囲であり，

正則化の影響は極めて小さい。 

・ 終局変位に対する平均比率は，Case1 で 1.13，Case2

で 0.98，Case3 で 1.02 となり，Case1 と Case3 の平

均比率の最大差は 0.11 であった。つまり，提案モデ

ルにより終局変位の平均精度が 11%改善される。 

・ 終局変位のばらつきについて，COV は Case3 が最も

小さく 0.05 となり，反対に COV の最大は Case1 で

0.40 である。つまり，図－2に示す提案モデルによ 
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表－3 応答の定量化（太字は，Meanと COVに対する最小値） 
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り，寸法依存性を最大で 35%軽減できる。 

図－14 に Case1 と Case3 の結果を重ねて示す。Case3

によって終局変位の精度とばらつきが大幅に改善された

ことは定性的にも明らかである。圧縮コンクリートの正

則化と Dhakal & Maekawa 座屈モデルの組合せのみでは

寸法依存性の問題を真に解決できなかったが（なぜなら，

表－3より COV = 0.26），さらに引張鉄筋の正則化を考慮

することにより，CB モードの寸法依存性，とりわけ靭性

の予測精度を大幅に改善できる。 

 

6. まとめ 

図－2 に示す座屈－鉄筋正則化混合モデルを提案し，

スレンダー壁の CB モードに対する精度を検証した。得

られた知見は次の通りである。 

(1) 提案モデルは，予測強度と終局変位の平均誤差が

6%以内に収まり，CB モードを適切に評価できた。 

(2) 提案モデルによる強度と靭性の COV は，それぞれ

2%および 5%であり，ここに CB モードに対する正

則化が達成されたものと判断できる。 
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