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要旨：日照等の環境条件に由来したコンクリート内部の非定常温度応力評価技術に寄与することを念頭に，

平面ひずみ状態を想定した半無限弾性体の表面に周期的な温度変化が生じた場合，また，時間に対して線形

的な温度上昇が生じた場合における主応力和(σx+σy)に関する解析解を導出した。支配方程式は熱伝導にとも

なった応力変動によるひずみ速度に関するつり合い式を基礎とし，熱弾性体の適合条件式を考慮することで

(σx+σy)を未知項とした放物型の偏微分方程式として定式化される。夏季の日照によるコンクリート表面の温

度変化を想定した解析例を示し，応力状態が変動する深さについて吟味した。 
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1. はじめに 

コンクリート工学における温度応力は水和発熱に関

連して取りあげられる場合と環境条件に関連して取りあ

げられる場合に大別される。本研究は環境条件のうち，

特に，日照等による表面温度の動的な変化に由来したコ

ンクリート内部の非定常温度応力の評価を対象としたも

のである。 

夏季における日照に由来したコンクリート表面の温

度は早朝から昼にかけて 18[℃]程度上昇し，内部と表面

との温度差は 1 日のうち 10[℃]以上生じることが把握さ

れており，温度の不均一な分布や拘束状態に由来して内

部の応力状態が変動することとなる 1)。このような応力

変動は繰り返し荷重としてコンクリートの耐力に影響を

及ぼす可能性があり，表面温度の動的な変化にともなう

コンクリート内部の応力状態を合理的かつ簡便に評価す

るための技術は耐久性評価や疲労設計の観点から重要で

あろう。 

さて，一般的に温度応力を数値シミュレーションによ

り評価するためには，まず温度分布を評価し，その後，

得られた温度分布より想定される膨張や収縮と関連した

構造解析を実施する複数のステップを経る必要がある。

このような温度応力解析に対応したソフトはすでに複数

存在しているが， それらは主に離散化を必要とした有限

要素法を利用したものであり複雑な形状や境界条件への

対応が可能となっているものの，非定常温度応力に関す

る具体的な数理表現を解析的に明確にしたものではない。 

そこで本研究では，熱弾性体の適合条件式 2)を利用す

ることにより非定常温度応力問題に対する支配方程式を

定式化し，平面ひずみ状態を想定した半無限弾性体を対

象として表面に周期的な温度変化が生じる場合，また，

時間に対して線形的な温度上昇が生じる場合の主応力和

(σx+σy)に関する解析解を明らかにしたものである。 

本研究における支配方程式は熱伝導に由来した応力

変動にともなって生じるひずみ速度に関するつり合い式

を基礎としており，その形式は(σx+σy)を未知項とした放

物型の偏微分方程式として定式化される。この支配方程

式より導出される解析解は場の弾性的特性であるポアソ

ン比・ヤング率・線膨張係数と熱伝導特性である熱拡散

係数の双方を含んでおり，(σx+σy)に対するそれらの影響

を直接的に検討可能な新たな形式となっている。 

 

2. 支配方程式の定式化 

2.1 解析モデルの設定と基礎式の定義 

図－1 に示すように，3 次元で均質かつ等方な半無限

弾性体の表面に動的な温度変化が一様に生じている場を

想定する。 

 

 

 

 

 

図－1 解析モデルの設定 
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単位時間当たりの温度変化に対する応力変動は弾性

力学に基づけば次式のように表現される。 

 (1) 

ここで， t は時間 [s]，T は温度 [℃]，K は圧縮率      

[m2・N-1]，α は線膨張係数[1/℃]であり，σx，σyならびに

σzは各方向に対する応力[N・m-2]である。 

また，熱伝導を表現するつり合い式は次式のように表

される。 

 (2) 

ここで，Jx,と Jyはそれぞれ x 方向と y 方向の熱流束(ヒ

ートフラックス)[J・m-2・s-1]，C は比熱 [J･℃-1･kg-1]，ρ

は密度[kg･m-3]である。なお，問題の設定として表面の温

度変化は一様に生じているものとしていることから，式

(2)では z 方向成分(奥行き方向)の熱流束 Jzは考慮してい

ない。 

式(1)ならびに式(2)より温度変化にともなった応力変

動に対する方程式が次式のように成立する。 

 (3) 

本研究では上式(3)を基礎式と位置づけ，平面ひずみ状

態を想定した半無限弾性体の表面に周期的な温度変化が

生じる場合，また，時間に対して線形的な温度上昇が生

じる場合の非定常温度応力に関する解析解を示す。 

さて，Okusa3)の取り組みでは式(3)における熱流束(Jx， 

Jy)を間隙水の流速，応力(σx，σy，σz)を地盤の有効応力と

して，海底地盤の波浪応答問題に対して同様な形式の式

が定義されており，この Okusa の取り組みを着想として

著者らは式(3)を定式化した。本研究で取り扱う温度応力

問題に対して海底地盤の波浪応答に関する知見を展開で

きる理由は，熱の作用する弾性体の応力‐ひずみ関係 4)

における線膨張係数 α[1/℃]と温度 T [℃]の積である αT

が多孔質弾性理論 5)における間隙水圧に相当し，かつ，

間隙水の流速ならびにダルシー則が熱伝導場における熱

流束とフーリエ則に対応していることに由来する。この

ように熱弾性理論と多孔質弾性理論の等価性を利用した

研究は他にもあり，例えば Cheng, A. H.-D.ら 6) の取り組

みでは，熱弾性問題において得られている基本解 

(Fundamental solution) を多孔質弾性体を対象とした境界

要素法での解析に拡張して利用している。すなわち，熱

弾性理論と多孔質弾性理論は極めて親和性が高い。 

2.2 平面ひずみ状態と熱弾性体に対する適合条件の導入

による支配方程式の定式化 

平面ひずみ状態での応力に関する条件ならびに弾性

体の圧縮率 K はそれぞれ次式のように表される。 

 (4) 

ここで，E はヤング率[N･m-2]，ν はポアソン比[-]であ

る。また，本研究における熱伝導構成則には次式で示さ

れるフーリエ則を用いる。 

 

𝜅
𝜕

𝜕𝑥

𝜅
𝜕

𝜕𝑦

(5) 

ここで，κ は熱伝導率 [J･s-1･m-1･℃-1]である。式(3)に

式(4)と(5)を導入することにより次式を得る。 

 (6) 

ここで，Ω は熱拡散係数[m2･s-1]であり次式で定義され

る。 

 (7) 

さて，平面ひずみ状態における熱弾性体の適合条件式

は次式のように表される(適合条件式の導出は本論末尾

の付録または参考文献 2)を参照いただきたい)。 

 (8) 

ここで，βT は熱弾性係数[N･m-2･℃-1]であり，次式のよ

うに定義される 7)。 

 (9) 

式(8)より主応力和(σx+σy)と温度 T は平面ひずみ状態に

おいて次式の関係が成立することとなる。 

 (10) 

式(6)に式(9)ならびに式(10)を導入することにより，本

研究における支配方程式として次式に示す2階の偏微分

方程式を得る。 

  (11) 

式(11)の特徴は係数に弾性パラメータであるポアソン

比と熱伝導特性を表現する熱拡散係数の双方が含まれて

いること，また，主応力和(σx+σy)を未知項とした放物型

の偏微分方程式として表現されている点である。 

上式(11)を 1次元で表現すると次式のように表される。 

 
𝜕

 (12) 

ここで，右辺の Q2は最終的に解の形式が簡便になるこ

とを意図し次式のように設定した。 
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  (13) 

前述したとおり，式(12)の形式は(σx+σy)を未知項とした

放物型の偏微分方程式であり，歴史的にこの形式の偏微

分方程式に対しては各種の解析解が見いだされている。

式(11)を導出するためのフローを図－2に示した。 

 

3. 解析解 

3.1 表面に周期的な温度変化が作用する場合 

表面に周期的な温度変化が作用する場合，t≧0におい

て温度に関する境界条件は次式のように設定できる。 

 𝜔       𝑦 = 0 (14) 

       𝑦 → ∞ (15) 

ここで，ω は表面に作用する温度変化の角速度    

[rad･s-1]，T0は表面に作用する温度変化の振幅[℃]である。

このような温度に関する境界条件を(σx+σy)に対して拡張

すると次式のように表現される。 

 (16) 

    𝑦 → ∞ (17) 

表面である y=0 において σy=0 であるから，式(16)にお

ける設定は cos(ωt)に応じた σx に対する応力変動 

(αET0/(1－ν))を表現しており，温度 T0 における弾性体表

面での熱応力と一致している(文献 4)の 401 ページを参

照)。 

また，無限遠方で温度がゼロとなる式(15)に対応して

式(17)の(σx+σy)も無限遠方でゼロとなるように設定され

ている。式(12)に対して式(16)，(17)を満たす解は広く知

られており次式のように表される 8),9)。 

 

 

 

図－2 定式化のフロー 
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(18) 

上式に含まれるQは式(13)の定義より次式のように表

される。 

  (19) 

ここで，式(18)で表現される(σx+σy)が境界条件を充足し

ているかについて確認しておこう。 

まず，y=0を式(18)に導入するとその形式は式(16)と同

じ形式となる。また，深さ方向に無限遠方となるy→∞で

は式(18)に含まれるexpに関する項がゼロとなることか

ら，式(18)は無限遠方における応力に関する境界条件(式

(17))についても充足している。 

なお，ポアソン比がν→0となる場合において式(18)に

含まれるQは 

 (20) 

となり，式(18)は単位温度変化あたりの一次元的な応力

変動(αET0)を表現するものとなる。 

3.2 表面に時間に対して線形的な温度上昇が作用する場

合 

表面に時間に対して線形的な温度上昇が生じる場合，

t≧0において温度に関する境界条件は次式のように設定

できる。 

       𝑦 = 0 (21) 

       𝑦 → ∞ (22) 

ここで，S は温度上昇速度[℃・s-1]である。このような

温度に関する境界条件を(σx+σy)に対して拡張すると次式

のように表現される。 

  (23) 

    𝑦 → ∞ (24) 

ここで，式(23)は式(16)での設定と同様，半無限弾性体

の表面において単位温度当たりの応力変動を基準とした

設定となっている。 

式(12)に対して式(23)，(24)を満たす解は次式のように

表される 10)。 

 

 

 

(25) 
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4. 解の検証と解析例 

4.1 解析モデルの設定 

図－1 に示すような半無限弾性体に対して平面ひずみ

状態を想定し，その表面に周期的な温度変化が生じる場

合，また，時間に対して線形的な温度上昇が生じる場合

の非定常温度応力に関する解析例を示す。各解析例とも

半無限弾性体には典型的なコンクリートを想定し，その

物性については表－1 のように設定した。 

周期的な温度変化が生じる場合の解析例において，表

面に作用する温度の 1 周期に要する時間を t0[s]として次

式のように定義する。 

 
𝜋

𝜔
 (26) 

夏季の日照による温度変化を想定した場合，一般的に

日の出から正午にかけて温度が上昇することから，周期

的な温度変化が生じる場合の解析では，温度変化が 6 時

間で最大から最小となるように t0=4.32×104[s](12[hour])

と設定した。この場合，半無限弾性体の表面には図－3 に

示すような温度変化が作用することとなる。 

時間に対して線形的な温度上昇が生じる場合の解析

例では，文献 1)において概ね 8 時間で 18[℃]の温度上昇

が生じることが実測データとして示されていることから，

その結果を参考に単位時間当たりの温度上昇速度 

S[℃・s-1]を次式のように設定した。 

 (27) 

4.2 解析例(表面に周期的な温度変化が作用する場合) 

図－4，図－5 に各時間における(σx+σy)の分布を示す。

ここでは(σx+σy)を αET0/(1－ν)で除すことにより無次元化

して表現していることに注意されたい。また，図中の実

線は式(18)により計算された結果であり，点線は以下の

ような 3 つの手順に基づく段階的な方法により計算され

た結果である。 

(1) 1 次元非定常熱伝導の周期解 8),9)より温度分布(各

深さでの温度 T)を評価。 

(2) 上記で計算された温度 T より各位置での応力 σ を

σ=αET により評価。 

(3) 上記(1)(2)のステップを経て計算された σ を σy と

して取り扱い，弾性力学に基づく次式の関係式を

利用して σxを決定し，(σx+σy)を評価。 

  (28) 

このようにして段階的に得られた結果は厳密な解で

はないものの境界条件(式(16)(17))を充足した解を与えて

おり，本研究により表現された結果の妥当性を検証する

観点から併せて表現した。 

 

図－4，図－5 において，式(18)により計算された結果

と前述した段階的な計算により得られた結果はほぼ同様

な傾向を示している。また，各結果とも y＝0.4[m]付近で

無次元化された(σx+σy)の値はほぼゼロとなっており，表

面の温度変化に由来した応力変動の範囲は概ね表面より

0.4[m]付近までに限定されることが推察される。 

興味深い結果は図－4における t=3[hour]での結果(黒の

実線)であろう。この t=3[hour]での結果は表面における温

度がゼロの場合に相当するが，無次元化された(σx+σy)の

最大値(圧縮)が y=0.06[m]程度のところで生じている。こ

のような結果は，式(18)が周期的な表面温度の変化に対

応した動的な解であることに由来している。 

さらに，図－6 には図－4 と図－5 の結果に対応した各

深さでの無次元化された(σx+σy)の時刻歴変動を示した。

この図－6 では表面温度が最大温度から最小温度に変動

する 0～6 時間のプロセスを表現している。 

図－6 より，深い位置ほど無次元化された(σx+σy)の変

動量が小さくなる傾向にあることがわかる。深さが

y=0.4[m]における無次元化された(σx+σy)はほぼゼロであ

り，この結果からも日照により生じるコンクリートの内

部応力変動は表面から深さ 0.4[m]程度までに限定される

ことが確認される。 

4.3 解析例(表面に時間に対して線形的な温度上昇が作

用する場合) 

図－7 には時間に対して線形的な温度上昇が生じた場

合の(σx+σy)の分布を示した。解析パラメータの設定は前

節と同様であり，表－1 に示した値を用いている。ここ

でも(σx+σy)は αET0/(1－ν)で除して表現しており，T0につ

いては T0=1.0[℃]とした。また，同様に点線での結果は前

述した段階的な計算により得られた結果である。 

 

表－1 解析パラメータの設定(コンクリート) 

線膨張係数 α 1.0×10 -5[1/℃] 

ヤング率 E 2.5×10 10[N/m2] 

熱拡散係数 Ω 8.33×10-7[m2/s] 

ポアソン比 ν 0.2 

 

図－3 表面での温度変化(式(14)に対応) 
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図－4 各時間における無次元化された(σx+σy)の分布 

(実践：式(18),点線：段階的な計算[4.2 節]) 

 

 

 
 

図－6 各深さにおける無次元化された 

(σx+σy)の時刻歴変動 

 

 

 

 

図－5 各時間における無次元化された(σx+σy)の分布 

(実践：式(18),点線：段階的な計算[4.2 節]) 

 

 

 
 

図－7 各時間における無次元化された(σx+σy)の分布 

(実践：式(25),点線：段階的な計算[4.2 節]) 

[ (T0=1.0[℃])] 
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図－7 より，式(25)より計算された結果と段階的な計算

により得られた結果はほぼ同様な傾向を示している。こ

の結果では温度上昇による膨張に由来して無次元化され

た(σx+σy)は圧縮領域(負の値)にのみ生じており，各時間に

おける無次元化された(σx+σy)の分布は深さにともなって

指数的に減少する傾向を示している。この解析例におい

ても 8 時間経過した段階で無次元化された(σx+σy)の変動

が生じているのは表面から概ね 0.4[m]程度の深さまでで

あることが確認できる。 

 

5. まとめ 

熱伝導に由来した応力変動にともなって生じるひず

み速度をつり合い式とし，熱弾性体に関する適合条件式

を考慮することにより(σx+σy)を未知項とした非定常温度

応力に関する支配方程式を定式化した。この支配方程式

を利用し平面ひずみ状態を想定した半無限弾性体の表面

に動的な温度変化が生じる場合での(σx+σy)に関する解析

解を導出，夏季における日照によるコンクリート表面の

温度変化を想定した解析例を示した。 

解析解(式(18)ならびに式(25))は弾性的特性であるポア

ソン比・ヤング率・線膨張係数と熱伝導特性である熱拡

散係数の双方を含む形式となっており，表計算ソフトが

利用できる環境があれば容易に(σx+σy)に対するそれらの

影響を直接的に検討可能な表現となっている。 

 

付録 熱弾性体の平面ひずみ状態における適合条件式 

平面ひずみ状態における σx と σy はそれぞれ次式のよ

うに表される。 

 (A1) 

ここで，μ はせん断弾性係数，𝜀𝑣は各ひずみの成分の

総和である( )．式(A1)をそれぞれ y と x で二

回微分してたしあわせると次式を得る。 

 

 

(A2) 

上式の右辺第 2 項の部分には弾性論に基づくひずみの

適合条件式と であることを考慮し，また，𝜀𝜈

については を考慮す

ることにより次式を得る。 

 

 

(A3) 

 

 

式(A3)の両辺に  を加え，平面ひ

ずみ状態での弾性体の平衡方程式を考慮することで次式

を得る。 

 (A4) 

ここで， と の

関係より と書けることを考

慮すれば平面ひずみ状態における熱弾性体の適合条件式

として次式を得る。 

 (A5) 
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