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要旨：本論文では，RC 造梁，柱の降伏変形角を鉄筋の抜け出しによる変形（抜け出し変形），せん断変形，曲

げ変形に分離する方法に基づき，力学モデルを用いて各変形成分の関係を定式化し，各変形成分の比（抜け

出し変形／曲げ変形，せん断変形／曲げ変形）と部材のシアスパン比の関係を検討した。また，実用性を考慮

して，数理統計手法を用いてさらに簡略な関係式を提案した。得られた提案式による計算値をデータベース

による実験値，さらに既存の方法による計算結果と比較し，提案式の合理性と精度を確認した。さらに，降伏

変形角の実験値／提案式による計算値に影響を与える因子を分析した。 
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1. はじめに 

 鉄筋コンクリート造建築物において，地震応答を精度

良く評価するために，降伏点の変形と耐力は重要な因子

である。また，現行の建築基準法に規定された限界耐力

計算法では 1)，建築物の耐震性能を検証するためには，

限界変形と応答値を比較しなければならない。大地震時，

図－1に示すように建築物の応答低減係数 Fhに応じ要求

曲線を低減すると，想定される応答点も低減する。Fhは

等価減衰定数 heq の関数として定義されるため，Fh の精

度向上のためには heq の精度が重要である。さらに，heq

を計算する際，部材の塑性率（最大変形／降伏変形）が

極めて重要であるので，応答低減係数 Fh を精緻化するた

めには，建物の塑性率を検討する必要がある。また，塑

性率の精度を評価する際には，降伏点の変形が大きく影

響する。 

 

 
図－1 限界耐力計算法概要図 

 

降伏点の変形の推定法については様々な提案が行わ

れている。菅野の研究 2)により，回帰分析に基づいて提

案された剛性低下率𝛼௬を用いる評価手法が簡単に降伏

変形角の計算に応用でき，精度も期待できる。しかし，

高強度材料を用いる部材に対しては適用範囲ではない。

申・壁谷澤 3)，長崎等 4) ，姜・北山 5)らは，変形分離に

よる各変形成分を力学的モデルにより分析し，計算式を

提案している。これらは各変形成分を考慮しているが，

せん断力による変形角の計算においては複雑なトラス機

構とアーチ機構を使うため，実用性が低いという問題点

がある。 

著者らは梁の変形角を抜け出しによる変形，せん断に

よる変形，曲げ変形に分離して，算出する降伏変形角の

算定式を提案した 6)。特に，せん断変形については，複

雑なトラス機構とアーチ機構を使わず，せん断力はコン

クリートが負担すると仮定した簡明な力学モデルで算出

した。そこで，本論文ではこの提案方法に基づいて，力

学モデルとともに数理統計の手法も用い，各変形成分の

関係を定式化する。さらに，この提案式を用い，梁と柱

部材降伏変形角の簡略式を推定し，データベースや過去

の方法との比較を行い，それらの精度を検討する。 

2. 本研究で用いた算定式とデータベースの概要 

2.1 変形分離による降伏変形角の算定式 

 図－2 に示すように，水平力を受ける部材の変形は抜

け出し，せん断，曲げ三つの成分に分けることができる。 

 

(a)曲げ変形 (b)せん断変形 (c)抜け出し変形

図－2 部材の変形成分 

  

よって，降伏時の変形角は，曲げ変形による変形角Rb，
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せん断による変形角Rs，主筋の抜け出しによる変形角Rx

を用いて式(1)で表せる。 

Ry=Rb+Rs+Rx (1)

また，Rb， Rs，Rxは式(2)～式(4)で表せる 6)。 

 Rb=
1

3
φyL (2)

 
Rs=

κQ

βsGA
 (3)

 
Rx=

Lp

j
ൌ
εydp

2j
 (4)

ここで，φy は降伏時の曲率，L は部材の長さ，Q は降

伏時のせん断力，G はせん断弾性係数，A は部材の断面

積，Lp は鉄筋の抜け出し長さ，εy は主筋の降伏ひずみ，

dpは主筋の定着長，j は応力中心間距離である。また，矩

形断面での形状係数 κ は 1.5 と仮定し，せん断ひび割れ

による剛性低下率 βs は 1∕3 と仮定する。 

2.2 データベースの概要 

上記の算定式を検証するために，1980 年から 2013 年

の間に日本国内に発表された論文の内，曲げ降伏を生じ

た梁柱部材の実験データから有用なデータを収集した 7)。

なお，次に該当する試験体は検討から除外した。(1)論文

に梁，柱断面，鉄筋量，軸力比，コンクリート強度など

必要なデータの記述がない試験体。(2)梁の場合はスラブ，

柱の場合は袖壁を有する試験体。 (3) 高強度鉄筋

（490N/mm2以上）および高強度コンクリート（60N/mm2

以上）を用いている試験体。(4)変形角 1/50 で，まだ降伏

点に達していない試験体。これらの条件により，検討に

用いた試験体は梁 79 体と柱 360 体である。また，楠 8)が

提案した方法を用いて論文に掲載された荷重－変形曲線

を三折れ線にモデル化し，第二折れ点の変形を降伏変形

角の実験値と定義した。データベースを用いた具体的な

手順を下記で示す：(1)論文中に示された荷重－変形骨格

曲線を変形角 1/50 rad までデジタル化する。(2)ステップ

(1)により得られた骨格曲線のデータを，変位を 200 等分

したデータに変換する。 (3)荷重－変形曲線を三折れ線

モデル化し，第二折れ点の変位を降伏変位とする。 

以上より採用した試験体の一部を表－1に示す。また，

表－1における各変形成分Rb， Rs，Rxの値は式(2)～式(4)

で算出した。本論文の検討においては，これらのデータ

ベースを使った。 

 

3. 降伏変形角の数理モデル 

3.1 力学モデルによる各変形成分の関係 

 式(1)より，降伏変形角の提案式は式(5)で表せる。 

Ry=Rb+Rs+Rx= ൬1+
Rs

Rb
+

Rx

Rb
൰ Rb (5)

ここでは力学モデルを用い，Rb Rs⁄ ，Rb Rx⁄ の簡略式を

提案する。 

(1) 曲げ変形角Rbとせん断変形角Rs 

降伏時の断面の曲率φyとせん断力 Q の関係により，式

(2)に示す曲げ変形成分Rbは式(6)で計算できる。 

表－1 採用した梁，柱試験体一覧表（一部） 

通し番号 
断面 b×D 

(mm×mm) 

コンクリ

ート強度 

(N/mm2) 

鉄筋降伏

強度 

(N/mm2) 

軸力比 
シアス

パン比

引張鉄

筋比 
加力形式

降伏点

荷重 

(kN)

降伏変形角

の実験値 

(%)

式(2)に

よるRb 

(%) 

式(3)に

よるRs 

(%) 

式(4)に

よるRx

(%)

梁－1 100×300 18.14  318  0 1 0.88% 両端固定 57.92 0.48 0.10  0.09  0.16 

梁－2 100×300 18.14  318  0 1 0.88% 両端固定 50.75 0.31 0.10  0.08  0.16 

梁－3 200×400 30.89  426  0 2 1.77% 両端固定 229.10 0.85 0.28  0.11  0.28 

梁－4 250×350 34.91  397  0 2.01 1.30% 片持ち 195.40 0.49 0.26  0.08  0.29 

梁－5 200×200 33.05  360  0 2.5 0.59% 両端固定 27.90 0.48 0.29  0.03  0.23 

柱－1 310×310 45.47  438  0.28 2.4 1.24% 両端固定 315.38 0.54 0.34  0.11  0.31 

柱－2 310×310 45.47  438  0.8 2.4 1.24% 両端固定 341.75 0.63 0.34  0.12  0.33 

柱－3 310×310 45.47  438  0.61 2.4 1.93% 両端固定 373.37 0.65 0.34  0.13  0.38 

柱－4 310×310 45.47  438  0.61 2.4 1.93% 両端固定 391.01 0.85 0.34  0.14  0.42 

柱－5 317×317 59.29  433  0.22 2.37 1.19% 両端固定 600.85 1.07 0.33  0.19  0.30 

柱－6 317×317 59.29  433  0.22 2.37 1.19% 両端固定 645.36 0.41 0.33  0.20  0.30 

柱－7 317×317 59.29  433  0.46 2.37 1.19% 両端固定 710.63 0.31 0.33  0.22  0.30 

柱－8 450×450 29.30  485  0.33 2 0.84% 両端固定 536.45 0.67 0.32  0.11  0.34 

柱－9 300×300 29.56  427  0.18 2 1.89% 両端固定 305.64 1.35 0.28  0.13  0.50 

柱－10 450×450 30.38  485  0 2 0.84% 両端固定 323.54 0.68 0.32  0.06  0.34 

柱－11 450×450 30.87  485  0.17 2 0.84% 両端固定 506.15 0.50 0.32  0.10  0.34 

柱－12 300×300 31.71  427  0.33 2 1.89% 両端固定 309.90 1.04 0.28  0.13  0.50 

柱－13 300×300 31.98  427  0.49 2 1.89% 両端固定 361.05 1.72 0.28  0.16  0.50 

柱－14 250×250 32.34  444  0 2.5 1.29% 片持ち 119.51 0.85 0.36  0.07  0.58 

柱－15 450×450 32.54  485  -0.1 2 0.84% 両端固定 221.08 0.51 0.32  0.04  0.34 
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Rb=
1

3
φyL=

1

3

QL

EI
L=

QL2

3EI
 (6)

ここで，E は部材のヤング係数，I は断面二次モーメン

トである。 

式(3)について，せん断弾性係数 G は，弾性論により，

部材のヤング係数 E を用いて表せる。従って，せん断変

形成分Rsは式(7)で表せる。 

Rs=
κQ

βsGA
=

2ሺ1+νሻκQ
βsEA

 (7)

ここで，νはポアソン比である。 

式(6)と式(7)より，式(8)が得られる。 

Rs

Rb
=

2ሺ1+νሻκQ
βsEA

·
3EI

QL2 =
ሺ1+νሻκ

2βs

·
D2

L2  (8)

式(8)中のሺ1+νሻκ 2βs
⁄ は部材の材料特性に関わる式であ

るが，すべての試験体に対して同じ数値となるため，こ

の部分を定数とみなすことができる。曲げ変形成分Rbと

せん断変形成分Rsの関係式は式(9)に示す。 

Rs

Rb
∝

1

a2 (9)

ここで，aはシアスパン比L D⁄ である。 

(2) 曲げ変形角Rbと抜け出しによる変形角Rx 

抜け出しによる変形角Rxは，図－3 に示すように，せ

ん断力 Q による剛体回転により生じる。引張鉄筋の軸力

Tは式(10)で表せる。 

 この時の鉄筋のひずみは式(11)で計算させる。ここで，

Esは鉄筋のヤング係数，Astは引張鉄筋の断面積である。 

εy=
T

EsAst
=

QL

EsAstj
 (11)

従って，抜け出しによる変形角Rxは式(12)で計算でき

る。 

Rx=
Lp

j
ൌ
εydp

2j
=

QLdp

2EsAstj
2 (12)

j=γD とおくと，Rx Rb⁄ は式(13)で表せる。 

Rx

Rb
=

QLdp

2EsAstj
2 ·

3EI

QL2 =
dpEB

8γ2EsAst
·
D

L
 (13)

ここで，式(9)と式の形をそろえるために，他の因子が

与える影響を定数に近似し，Rx Rb⁄ とシアスパン比の関

係を式(14)のように仮定する。 

Rx

Rb
∝

1

a
 (14)

 

図－3 抜け出しによる変形角 

 

2.で示した梁と柱のデータベースを用いて， Rb Rs⁄ ，

Rb Rx⁄ とシアスパン比の関係について式(9)と式(14)に示

すモデルで回帰分析を行った。その結果を図－4と図－5

に示す。また，Rb Rs⁄ ，Rb Rx⁄ とシアスパン比の関係式が

以下に得られた。 

Rb

Rs
=0.5204a2，

Rb

Rx
=0.4583a 

それぞれの決定係数 R2 は 0.6256 と 0.5439 である。こ

こで，決定係数 R2 は残差の二乗和を実際のデータの平均

からの偏差の二乗和で割ったものを 1 から引いた値であ

り，R2=1 の場合に回帰式が実際のデータと完全に一致し，

R2=0 の場合に回帰式が実際のデータに全く無関係であ

ることを示す係数である。 

この時，式(5)に示した降伏変形角は式(15)で表せる。 

Ry= ൬1+
1

0.5204a2 +
1

0.4583a
൰ Rb (15)

3.2 降伏変形角の数理モデル 

上記の分析より，力学モデルを考えずに，単純に数理

統計の手法で，式(5)に示すRs Rb⁄ ൅Rx Rb⁄ はシアスパン比

T=
QL

j
 (10)

j

L 

T

Lp

Rx

Q

図－4 Rb Rs⁄ とシアスパン比の関係 図－5 Rb Rx⁄ とシアスパン比の関係 
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aの関数fሺaሻと仮定し，式(5)に示した降伏変形角は式(16)

で表せる。 

Ry=ሾ1+fሺaሻሿRb (16)

ここで，fはシアスパン比aを変数とする関数である。 

式(16)において，関数fሺaሻのモデルについて，本論文

では，表－2に示す 5 つの関数モデルを用いて検討す

る。 

 

表－2 各部変形角とシアスパン比の関数モデル 

(1)一次関数ax形 fሺaሻ=C1

1

a
 

(2)一次関数ax+b形 fሺaሻ=C1

1

a
+C2 

(3)二次関数ax2形 fሺaሻ=C1

1

a2 

(4)二次関数ax2+bx形 fሺaሻ=C1

1

a2 +C2

1

a
 

(5)二次関数ax2+bx+c形 fሺaሻ=C1

1

a2 +C2

1

a
+C3 

 

表－2 に示す定数C1，C2，C3については，データベー

スによる回帰分析で決めることができる。 

式(15)では力学モデルに基づき，Rb Rs⁄ ，Rb Rx⁄ とシア

スパン比の関係をそれぞれ求め，係数を定めるが，二次

関数ax2+bx形における定数C1，C2は純粋な統計分析か

ら定める。そのため，式(15)と表－2 に示す二次関数

ax2+bxは数式の形は同じだが，実際には異なるモデルで

ある。 

 

4. 検証結果 

4.1 数理モデルにおける定数の回帰分析結果 

梁と柱のデータベースを用いた回帰分析により求め

た表－2における定数C1，C2，C3を表－3に示す。 

 

表－3 回帰分析結果一覧表 

 C1 C2 C3 R2 

(1)ax形 3.361 - - 0.701 

(2)ax+b形 3.932 -0.3151 - 0.718 

(3)ax2形 5.267 - - 0.462 

(4)ax2+bx形 0.9396 2.796 - 0.712 

(5)ax2+bx+c形 -0.3644 4.307 -0.402 0.717 

 

表－3より，決定係数 R2はax2形で最も低く，このモデ

ルは実験データと離れているため適さない。ax2+bx+c形

とax+b形の決定係数 R2 は最も大きく，他のモデルより

実験データに当てはまる。そのため，回帰分析結果より，

ax2+bx+c形とax+b形のモデルの適合性が高いと考えら

れる。 

 

4.2 データベースによる比較結果 

2.で示したデータベースを用い，式(15)と表－2に示し

た各モデルによる計算値の精度を検証する。式(15)によ

る計算結果を図－7に示し，表－2に示した一次関数ax形

による計算結果を図－8 に示す。参考のため，変形分離

による式(1)と菅野式による計算結果を併せて図－6 と図

－9 に示している。また，実験値／各提案式による計算

値を表－4に示す。 

 

表－4 降伏変形角の実験値／計算値の結果一覧表 

検証方法 平均値 標準偏差 ±30%以内の割合

式(15) 1.002 0.340 64.9% 

ax形 0.980 0.341 65.6% 

ax+b形 1.000 0.340 64.1% 

ax2形 1.116 0.387 62.6% 

ax2+bx形 0.992 0.339 65.1% 

ax2+bx+c形 1.001 0.341 64.5% 

式(1) 1.003 0.330 68.6% 

菅野式 1.193 0.557 49.0% 

 

各数理モデルによる計算結果を詳細に比較すると，平

均値と標準偏差から，二次関数ax2形では平均値が大きく，

±30%以内の割合が小さいため，誤差が大きくなったと

言える。ax2+bx形による計算結果はax2+bx+c形の結果と

ほぼ同じくて，ax2形より実験値との整合が良くなったと

考えられる。また，一次関数ax形による計算結果はax+b

形の結果とほぼ同じで，特に，ax+b形の結果は実験値と

最も近い。ax+b形では，ax形を定数bを用いて修正するこ

ととなり，平均値は 1 に近くなっており，式(1)による結

果と近くなった。表－3 に示す回帰分析結果と併せて考

えると，ax2形の決定係数 R2 は小さく，モデルの適合性

が低いため，誤差が大きくなったと考えられる。また，

回帰分析結果より，ax2+bx+c形とax+b形の決定係数R2は

最も良く，この二つのモデルにおける計算結果は実験値

と良い整合性を示した。以上の分析により，式(15)の代わ

りに，一次関数ax+b形および二次関数ax2+bx+c形を用い

ることが可能である。 

式(15)と式(1)の計算結果を比較すると，表－4 より平

均値と標準偏差はそれぞれほぼ同じとなったことが分か

る。さらに図－6と図－7を比較すると，各試験体による

計算結果は近いため，簡略化された式(15)を使用しても

問題がないと考えられる。 

表－4より，式(15)と表－2に示した一次関数ax形によ 
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図－6 式(1)による計算値と実験値の比較 図－7 式(15)による計算値と実験値の比較 

  

図－8 ax 型回帰式による計算値と実験値の比較      図－9 菅野式による計算値と実験値の比較 

  

図－10 シアスパン比ー実験値／計算値関係 図－11 引張鉄筋比ー実験値／計算値関係 

  

図－12 軸力比ー実験値／計算値関係 図－13 コンクリート強度ー実験値／計算値関係 
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図－14 引張鉄筋降伏強度ー実験値／計算値関係 

 

る計算結果を比較すると，式(15)とax形の実験値／計算

値の結果は近いことが分かる。算定式の簡略化を考える 

と，式(15)に示した計算式は一次関数ax形のモデルを用 

いてさらに簡略化できる。 

図－9 に示すように菅野式による計算結果は式(1)と比

較すると，菅野式による計算結果のばらつきが大きくな

っており，表－4でも本論文に提案した式(15)は菅野式よ

り良い整合性を示した。 

4.3 実験値／計算値の影響因子分析 

降伏変形角の実験値／計算値（式(15)）とシアスパン比，

引張鉄筋比，軸力比，コンクリート強度および引張鉄筋

降伏強度の関係を図－10～図－14に示す。 

コンクリート強度は，高強度化に伴い，実験値／計算

値（式(15)）はやや減少する傾向が見られた。他の因子に

ついては，明確な相関は見られなかった。また，シアス

パン比が 3~10の場合と引張鉄筋降伏強度が 300N/mm2以

下となる場合のデータは少ないため，今後はさらに多く

の実験データベースを用いて検証する必要がある。 

 

5. まとめ 

本検討は RC 造部材降伏変形角の計算方法について，

変形分離の原理に基づき，簡略式を提案するために，各

変形成分の関係を分析した。得られた結果を以下にまと

める。 

(1)提案式を検証するために，過去の論文に基づき，梁，

柱部材の実験データベースを整備した。論文に掲載され

た荷重―変形曲線をデジタル化し，三折れ線モデル化し

て実験による降伏点を定義した。 

(2)降伏変形角の計算について，変形分離の原理に基づ

き，力学モデルの手法で，Rb Rs⁄ ，Rb Rx⁄ とシアスパン比

の理論式を導出した。  

(3)変形分離による計算式の実用性を向上するため，上

記(1)の理論式を簡略化した式を提案した。また，数理統

計の手法を用いて，さらに簡略な統計式を提案した。ま

た，実験データベースを用いて，これらの提案式の精度

を検証し，実験値との整合が良いことが分かった。 

(4)影響因子の分析結果より，シアスパン比，引張鉄筋

比，軸力比および引張鉄筋降伏強度と実験値／計算値に

明確な相関は見られなかったが，コンクリート強度は，

高強度化に伴い，実験値／計算値は減少する傾向を示し

た。 

 今後はさらに多くの実験データベースを用いて検証す

る必要がある。 
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