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要旨：本論文は，構造物のエネルギー収支を評価可能なひび割れ進展解析をコンクリートの破壊靱性試験に応

用し，RILEM法における破壊エネルギーの寸法依存性について検討したものである。寸法の異なるモデルの数

値実験を通じて，重力の影響がなければ RILEM法は妥当な評価法となるが，重力の影響が大きいとエネルギー

収支を正しく評価できず，寸法に依存した破壊エネルギーとなることを検証した。また，破壊エネルギーを材

料挙動にモデル化しておけば，寸法に依存しない材料としての破壊エネルギーを評価できることを示した。
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1. はじめに

コンクリートの破壊靭性（破壊エネルギー）を測定す

る方法として，破壊靱性試験と呼ばれる切欠き梁の 3 点

曲げ試験が広く採用されている1),2)。RILEM法1)は，エネ

ルギーベースの破壊力学を背景に，破壊靱性試験から得ら

れる荷重－変位曲線下の面積に重力による補正項を加え

た後，破断面積でこれ除すことにより破壊エネルギーを簡

易的かつ定量的に評価する方法のひとつである。

RILEM法は，評価の簡便性には優れるものの，実験方

法に関する誤差がすべて評価に含まれてしまうので，算定

した破壊エネルギーには，試験装置の影響や供試体の寸

法依存性の存在が指摘されている3)。より高度な引張軟化

特性・破壊エネルギーの評価法として，逆解析による方法

（同定法）がある。これは，破壊靱性試験の結果から引張

軟化曲線の外形を求める方法であり，J積分のエネルギー

的性質に基づくものや4)，仮想ひび割れモデルを応用した

ものがある5)。しかし，これらの既往の研究の多くは，試

験結果の利用を前提とするトップダウン式（事後評価型）

の評価法であり，上で述べた RILEM法の問題点を克服す

るものではない。

もうひとつの考え方として，破壊エネルギーがそもそも

領域内で一定ではない，という研究報告がある。これは，

局所的に分布する破壊エネルギーを定義して，破壊エネル

ギーの寸法依存性を説明するものである6),7)。しかし，た

とえそれが事実であったとしても，コンクリートの代表的

な材料特性としての破壊エネルギーが定まるような，数値

実験法・破壊靭性評価法を確立しておく必要がある。

他方，Hillerborg et al.8)が考案した仮想ひび割れ・結合

力モデル（Cohesive crack model）を応用した数値解析手

法に関する研究が行われている。Cohesive crack modelを

FEMに組み込み，適切なひび割れ進展解析アルゴリズム

を採用すれば，構造内部の変形・破壊現象における力学的

なエネルギー収支を考慮することができ，供試体という構

造物の「寸法効果」を反映した数値解析を行うことができ

る。すなわち，エネルギー収支という基本的な力学原理に

基づくボトムアップ式の解析・評価が可能となる。

そこで本研究では，構造物のエネルギー収支を評価可

能なひび割れ進展解析をコンクリートの破壊靱性試験に応

用し，破壊エネルギーの寸法依存性について検討する。ま

ず，本論文で採用する構造物のエネルギー収支を評価可能

なひび割れ進展解析手法を示し，RILEM法の概要と寸法

依存性について述べる。そして，重力の有無を考慮した，

大きさの異なる供試体の数値実験を通じて，RILEM法に

おける破壊エネルギーの寸法依存性を検証し，材料として

の破壊エネルギーの評価法について言及する。

2. 変形と破壊のエネルギー収支に着目した準脆性材料の

ひび割れ進展解析手法

2.1 Cohesive crack modelの導入

コンクリートの軟化挙動とは，図–1に示すように，ひ

び割れの生じていない未破壊領域と完全な開口破壊領域

との中間に存在する破壊進行領域（Fracture Process Zone;

FPZ）において，ひび割れ幅の増大に伴い応力伝達が消失

していく現象である。コンクリートの非線形破壊現象には，

この軟化挙動が大きくかかわることが指摘されている。

Hillerborg et al.8)が考案した Cohesive crack model は，

FPZ での力学挙動をモデル化した代表的なものであり，

図–2のように FPZの全体を単一の仮想ひび割れに置換し，

FPZでの応力伝達を仮想ひび割れ面上の結合力（表面力）

で代用するモデルである。この表面力の大きさは，開口変

位と表面力の関係を表した引張軟化曲線により定められ，

曲線下の面積は破壊エネルギーと定義されている。
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図–1 準脆性材料における破壊進行領域の模式図
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図–2 Cohesive crack model

本研究では，次式で表されるような，破壊エネルギー

を材料パラメータとして直接考慮可能で，かつ実験結果と

整合性の良い指数関数型の表面力－開口変位関係を引張

軟化則として与えることとする9)。∥∥∥tcoh
∥∥∥ = ft exp

(
− ft

Gf
κ

)
on ΓPZ (1)

ここで，
∥∥∥tcoh

∥∥∥ は FPZ に作用する結合力ベクトルの大き

さ，ft は FPZが形成される引張強度，κは載荷履歴におけ

る最大開口変位である。Gf は本論文で定義する「材料と

しての破壊エネルギー」であり，RILEM法のように実験

で得られる曲線下の面積から定めるものではない。なお，

後述するが，本論文では後者のような，逆解析的に定まる

破壊エネルギーを GF と表記する。

また，本研究で採用した引張軟化モデルを規定する式

(1)は，次に示すように，曲線下の面積を計算すると破壊

エネルギーを再生するので，局所的な準脆性破壊における

エネルギー的性質を満たしている。∫ ∞

0
ft exp

(
− ft

Gf
κ

)
dκ =

[
ft

(
−Gf

ft

)
exp

(
− ft

Gf
κ

)]∞
0

= −Gf exp(−∞) +Gf = Gf (2)

引張軟化特性を同定する既往の研究10)において，軟化曲

線の終局点（最終開口変位）の寸法依存性が指摘されてい

る。本論文では，上記のように指数関数による漸近特性を

利用して（材料としての）破壊エネルギーを規定するの

で，最終開口変位を規定する必要はなく，そのような問題

は生じにくい。

Cohesive crack modelを破壊面に導入する際，本研究で

は，図–3および次式に示すように，Cohesive crack model

で規定される結合力をバネの反力で書き換える11),12)。
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図–3 バネの反力でモデル化した Cohesive crack model

tcoh = pcoh g on ΓPZ (3)

ここで，g は不連続面における相対変位（開口変位）ベ

クトル，pcoh は不連続面での相対変位方向の結合（粘着）

を表すバネ剛性であり，g ≈ 0の場合には一般的なペナル

ティ法におけるペナルティ係数と同一視できる。なお，本

研究では，式 (1) における最大開口変位の履歴変数 κ は

||g||で定めることとする。

2.2 弱形式のつり合い方程式

本研究の主な解析対象は，切欠き梁の 3点曲げ試験の

ようなひび割れ進展経路が既知の問題であるので，不連続

変形のモデル化には，簡易なひび割れ進展解析法として知

られる，ひび割れ発生位置にインターフェイス要素を用い

る離散ひび割れモデルを適用する。そして，インターフェ

イス要素にペナルティ法を適用することにすれば，ひび割

れ発生時点でペナルティ係数をバネ剛性とみなせるので，

バネで近似した Cohesive crack modelの式 (3)をそのまま

利用することができる。すなわち，破壊進行領域が形成す

る前の弾性解析では，未破壊の弾性領域 ΓEL をペナルティ

法によるバネ剛性 p で近似し，破壊判定後は破壊進行領

域 ΓPZ を Cohesive crack model に基づくバネ剛性 pcoh で

近似することになる11),12)。

本研究では，ひび割れを含む準脆性材料の準静的なつ

り合い問題を対象とする。このような問題に対して，上で

述べたペナルティ法と Cohesive crack modelを考慮した弱

形式のつり合い方程式は次式で表される11),12)。∫
Ω

∇δu : σ dΩ

+

∫
ΓEL

p δg · g dΓ︸                  ︷︷                  ︸
Penalty term

+

∫
ΓPZ

pcoh δg · g dΓ︸                      ︷︷                      ︸
Cohesive crack term

=

∫
Ω

δu · b̄ dΩ +
∫
Γt

δu · t̄ dΓ ∀δu (∀δg) (4)

-98-



Displacement

L
o

a
d

W0

W1 W2W3

umax

m
g

21
f g

 =

f (u) = c u −2

3-point bent test on notchd beam

Tail part

図–4 RILEM法におけるエネルギーの概要

ここで，σは Cauchy応力テンソル，Ωは物体領域，Γt は

Neumann 境界，b̄ と t̄ はそれぞれデータとして与えられ

る物体力ベクトルと分布外力ベクトルである。pはペナル

ティ係数であり，構成材料のヤング率の 104 倍程度の大き

な実数を設定する。

弱形式 (4)において，右辺は外力，左辺第 1項は内力，

左辺第 2項と第 3項は破壊（ひび割れ形成）に関連する

仕事（エネルギー）を表している．なお，本研究では，材

料の挙動は線形弾性体に従うものとする。

2.3 破壊の判定方法11),12)

破壊（離散ひび割れ）の発生については，要素境界で

の表面力を用いて評価する。式 (3)と同様に，要素境界で

の表面力 λは，バネ係数 pの反力として次式により計算

する。

λ = p g on ΓEL (5)

本研究では，この表面力を用いて，破壊の発生基準を次の

ように定めることにする。

λ · n > 0 and ∥λ∥ − ft = 0 (6)

ここで，nは ΓELにおける外向き単位法線ベクトルである。

本論文において，破壊の判定は ΓEL が ΓPZ に移行する

ことを意味する（図–1を参照）。すなわち，本論文におけ

る ft の定義どおり，式 (6)が満たされれば，破壊進行領域

が形成され，式 (1)の Cohesive crack modelに従って引張

軟化が開始することになる。

2.4 エネルギー収支を考慮したひび割れ進展解析

Hillerborg et al.8)が考案した Cohesive crack model は，

構造内部における変形と破壊のエネルギー収支に着目し

た破壊力学モデルである。これは，ひび割れ（破壊）の形

成・進展によって消散するエネルギーの量は，付与された

外力エネルギーと構造内部のひずみエネルギーとの収支に

よって決まることを意味する。したがって，ひび割れ進展

領域のみ，あるいは仮想ひび割れモデル（Cohesive crack

model）のみの解析では不十分であり，外力・破壊・内力

によるエネルギーがすべて見積もられるよう，構造物の境

界値問題として扱わなければならない。

構造物のエネルギー収支を評価可能な数値解析を行う

には，外力・破壊・内力に関する仕事（エネルギー）の式

を扱えばよい。つまり，Cohesive crack modelを考慮した

弱形式 (4)を一般的な固体の有限要素で離散化し，その離

散化方程式を陰的なアルゴリズムで解けばよく11),12)，そ

れによって得られた結果は，内力・破壊・外力に関するエ

ネルギー収支を考慮したものとなる。

3. RILEM法における寸法依存性の数値的検討

3.1 RILEM法の概要1),13),14)

RILEM 法は，図–4 に示すような，切欠き梁の 3 点曲

げ試験から得られる荷重－変位関係の面積に重力による

補正項を加えた後に，これを破断面積（リガメント面積）

で除すことにより見かけの破壊エネルギーを求める方法

である。本論文では，このようにして求められる破壊エネ

ルギーを GF と表記し，式 (1)の Gf とは区別することと

する。

RILEM法では，まず，荷重－変位関係の面積を同図の

ように W0～W3 に分ける。W0 は外力による仕事であり，

実際の試験結果に相当する。W1～W3 は，供試体の自重

（重力）による仕事である。また，umax は（試験終了時の）

最大変位， fg は自重で，重力を分布荷重とみなした単純

梁の構造力学計算から 1/2mg（m は質量，g は重力加速

度）と近似される。

次に，W0～W3 の算出法について説明する。W0 は試験

結果の荷重－変位関係の面積であり，W1 は次式となる。

W1 = fg umax =
1
2

mg umax (7)

W2 については，まずテール部分の曲線を，cを定数とし

て f (u) = cu−2 と仮定する。 f (umax) = 1/2mg より，c =

1/2mg u2
max となるので，W2 は次のように求められる。

W2 =

∫ ∞

umax

f (u) du =
∫ ∞

umax

1
2

mg u2
max u−2 du

=
1
2

mg umax = W1 (8)

そして，W3 ≈ 0を仮定することにより，RILEM法におけ

る破壊エネルギー GRLM
F は次式で与えられる。

GRLM
F =

W0 +W1 +W2 +W3

Alig
=

W0 + mg umax

Alig
(9)

ここで，Alig はリガメント面積（破断面積）である。なお，

W1 とW2 の境界を図–4の点線とし，単純に左右の面積が

等しいとする考え方もある15)。

式 (9)で評価される GRLM
F には，供試体寸法に対する依

存性が指摘されており3)，GRLM
F の材料パラメータとして

の是非が議論されている。RILEM法における寸法依存性

の原因として，供試体破断時の不安定性16)，重力項の修

正13),14)，局所的な破壊エネルギーの存在6),7)などが研究

されてはいるが，その支配要因はまだ特定されていない。
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図–5 大きさの異なる切欠き梁の 3点曲げ試験

以下では，構造物のエネルギー収支を評価可能なひび

割れ進展解析重力の有無を考慮した，大きさの異なる供試

体13),14)の数値実験を行い，RILEM法が理論的背景として

いるエネルギー収支の妥当性と破壊エネルギーの寸法依

存性を検証する。

3.2 重力を考慮しない数値実験（W0 について）

はじめに，重力を考慮しない数値実験を行い，破壊靱

性試験におけるエネルギー的性質について検討・考察す

る。解析対象は，図–5に示すような，RILEM法1)に準じ

た切欠き梁の 3点曲げ問題とする。梁の幅 Bを一定16)と

し，スパン L・高さ D・リガメント長さ Cを相似的に変化

させた 4つのモデルを対象とする。有限要素メッシュはす

べて同じであり，単純に大きさのみが異なるモデル13),14)

である。使用する有限要素は，双一次四辺形要素であり，

同図に示す材料パラメータを設定し，平面応力条件下の変

位制御によるひび割れ進展解析を行う。

数値解析結果のグラフを図–6 に示す。図中 (a) は載荷

点における荷重－変位関係を表しており，(b)は荷重－変

位関係における寸法の影響を除くためにスパンとリガメン

ト面積で正規化したものである。図–6(b)において，小さ

いモデルほど高強度・高靭性であるといった寸法効果が再

現されている。与えている材料パラメータは 4 モデルと

もに共通であり，本手法はメッシュ分割に依存しないので
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図–6 大きさの異なる供試体モデルの応答；(a)荷重－変

位関係，(b)正規化した荷重－変位関係
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図–7 台形公式による積分と消散エネルギー

11)，モデル寸法の違いのみを用いて，寸法効果を含む構

造物の挙動（寸法依存性）を再現したことになる。なお，

ここでも寸法効果は，準脆性材料の破壊力学における寸法

効果であり，供試体実験で考察されるような変形の不均一

性や境界条件の影響による寸法効果ではない。

図–6(a)の曲線下の面積が外力によって消散されたエネ

ルギー，すなわち RILEM法における W0 に相当する。以

下では，図–7に示す台形積分を利用して，エネルギー収

支と破壊エネルギーについて検討する。図–6(a)の荷重－

変位関係を対象に，台形積分で計算した消散エネルギーを

リガメント面積で除すことにより，各モデルの見かけの破
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図–8 自重による影響を考慮した荷重－変位関係

壊エネルギーは次のように評価される。

GD10
F =

4.9681 · · · × 102

50 × 100
= 0.09936 · · · N/mm

GD20
F =

9.9965 · · · × 102

100 × 100
= 0.09996 · · · N/mm

GD30
F =

1.5078 · · · × 103

150 × 100
= 0.10052 · · · N/mm

GD40
F =

2.0203 · · · × 103

200 × 100
= 0.10102 · · · N/mm

各モデルは，見かけの応答として寸法効果を示していた

が，解析結果の消散エネルギーから逆解析的に破壊エネ

ルギー GF を求めると，各モデルともに材料パラメータで

ある破壊エネルギー Gf を精度良く再現している。すなわ

ち，ここでの（本論文で採用した）数値実験は，寸法に依

存した構造物の見かけの応答を再現しつつも，寸法に依存

しない材料としての破壊エネルギーを評価可能であるこ

と表しており，見方によっては，実験装置や供試体寸法に

よる影響を受けない，理想的な破壊靱性試験を模擬したこ

とと等価である。そして，その数値実験結果から，コンク

リートの準脆性破壊におけるエネルギー的性質を利用し

た RILEM法は，破壊力学的あるいは固体力学的に妥当で

あることが分かる。

3.3 重力を考慮した数値実験（W0～W3 について）

次に，同様のモデルに対して重力を考慮した数値実験

を行い，破壊靱性試験におけるエネルギー的性質につい

て検討・考察する。数値実験における自重の扱いに関して

は，コンクリートの密度を ρ = 2000 kg/m3 と仮定し，弱

形式 (4)における重力項を考慮するだけである。前節と同

様のメッシュ・材料パラメータを設定し，平面応力条件下

の変位制御によるひび割れ進展解析を行う。

数値実験結果の荷重－変位関係を図–8に示す。供試体

実験においては，自重の影響を取り除くことは簡単ではな

く，重力による仕事を評価可能な図–4と同形式の荷重－変

位関係を得るのは通常不可能である。これに対して，図–8

に示されるように，数値実験では変位制御による荷重点で

表–1 各種のエネルギーと破壊エネルギー

3.504E+02 5.283E+02 5.702E+02 4.944E+02

9.753E+01 2.939E+02 5.644E+02 8.583E+02

9.427E+01 3.530E+02 7.418E+02 1.257E+03

5.535E−01 8.856E+00 4.483E+01 1.419E+02

0.1085 0.1184 0.1281 0.1376
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図–9 リガメント部（破壊面）にける局所的な応答

の反力が求まるので，図–4と同形式の荷重－変位関係が

自動的に得られることとなる。なお，図–4における重力

荷重 fg は，数値実験では有限要素解析により定めている

が，各値は RILEM 法で規定している 1/2mg にほぼ等し

いことを確かめている。

前節と同様に，台形積分を利用して，準脆性破壊にお

けるエネルギー収支と破壊エネルギーについて検討する。

図–4で与えた W0～W3 に対する数値実験結果をまとめた

ものを表–1に示す。表中における GN
F は数値実験結果を

基に W0～W3 を用いて定めた見かけの破壊エネルギーで

ある。この表を見て分かるように，前節の検討とは異な

り，供試体の大きさが増すほど重力による影響が顕著とな

り，寸法に依存した破壊エネルギーが見積もられている。

自重を考慮しない前節の検討では，荷重点のみに外力が

作用するので，外力エネルギーと破壊に伴う消散エネル

ギーの収支が荷重点での荷重－変位関係で直接的に表さ

れていた。しかし，重力が作用する場合，特に大きなモデ

ルにおいては，外力は荷重点に作用するのに対して，重

力の作用はモデル全体に及ぶので，荷重点での荷重－変

位関係では適切なエネルギーを見積もれないことになる。

このことから，RILEM法における破壊エネルギーの評価

式は，重力の影響について厳密ではなく，一種の近似に過

ぎないことが分かる。

RILEM 法では，W2 = W1 と規定していたが
13),14)，供
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試体のサイズが D20以上となると W2 の方が大きくなり，

W2 = W1 の仮定が成り立たなくなっていくことが見て取

れる。このことは，荷重－変位関係のテール部分や自重に

よる補正項が，RILEM法における破壊エネルギーの寸法

依存性の一因になり得ることを意味している。

図–9は，モデル D20と D40のリガメント部（破壊面）

における開口変位と結合力の関係を示している。この図に

示されるように，破壊面における局所的な応答，別の言い

方をすれば材料としての応答は，破壊力学モデルとして導

入した Cohesive crack modelと材料パラメータとして設定

した破壊エネルギー Gf = 0.1 N/mmを適切に再現してい

る。すなわち，構造物の見かけの応答である荷重－変位関

係から定まる GF は寸法に依存するが，局所的な応答とし

て導入した材料としての破壊エネルギーGf は寸法に依存

しない。つまるところ，荷重－変位関係のプロファイルを

試験結果と照合することにより，材料としての破壊エネル

ギー Gf を同定することが可能となる。

4. おわりに

破壊エネルギーの利用は，コンクリートの破壊靭性を

表す指標として有用である。しかし，既往の研究では，評

価法の寸法依存性や破壊エネルギー自体の寸法依存性に

関する議論が混在しているのが現状で，代表的な材料特

性としての破壊エネルギーを定めるための，数値実験法・

破壊靭性評価法は確立されていない。

本論文では，RIEM法が理論的背景としている準脆性材

料のエネルギー的性質に着目し，構造物のエネルギー収

支を評価可能なひび割れ進展解析により，RILEM法にお

ける破壊エネルギーの寸法依存性について検討した。そ

して，寸法の異なる供試体モデルの数値実験を通じて，重

力の影響がなければ RILEM 法は妥当な評価法となるが，

重力の影響が大きいと，載荷点での荷重－変位関係ではエ

ネルギー収支を正しく評価できず，寸法に依存した破壊エ

ネルギーを与え得ることを検証した。また，本手法のよう

に，破壊エネルギー Gf を局所的な応答にモデル化してお

けば，構造物の見かけの破壊エネルギーGF が寸法に依存

したとしても，寸法に依存しない材料としての破壊エネル

ギーを評価できることを示した。
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